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21188142: 课程综合实践 II（数据要素市场） 2024-2025 学年短学期

HW 2: 非合作博弈论基础
教师：刘金飞，助教：吴一航 日期: 2024 年 7 月 5 日

2.1 纳什均衡的等价定义

定义 2.1 (纳什均衡定义 1) 给定一个博弈，一个策略组合 s∗ = (s∗1, · · · , s∗n) 是一个纳什均衡（Nash
equilibrium），如果对于每个参与人 i，有

ui(s
∗) ⩾ ui(si, s

∗
−i)

定义 2.2 (纳什均衡定义 2) 如果对于每个参与人 i，s∗i 是 s∗−i 的一个最佳应对，那么策略组合 s∗ =

(s∗1, · · · , s∗n) 是一个纳什均衡.

证明：纳什均衡的以上两个定义是等价的（注意等价需要互相能导出，最佳应对的定义见 slides，请用
严格的数学符号证明，减少语言的描述）.

证明: 分为两个方向证明：

1. 定义 1 ⇒ 定义 2：假设 s∗ = (s∗1, · · · , s∗n) 是一个纳什均衡，即对于每个参与人 i，有 ui(s
∗
i , s

∗
−i) ⩾

ui(si, s
∗
−i), ∀si ∈ Si，即 s∗i = arg maxsi∈Si

ui(si, s
∗
−i)，即 s∗i 是 s∗−i 的一个最佳应对.

2. 定义 2 ⇒ 定义 1：假设 s∗ = (s∗1, · · · , s∗n) 是一个纳什均衡，即对于每个参与人 i，s∗i 是 s∗−i 的一

个最佳应对，即 s∗i = arg maxsi∈Si
ui(si, s

∗
−i)，即 ui(s

∗
i , s

∗
−i) ⩾ ui(si, s

∗
−i), ∀si ∈ Si.

2.2 占优、纳什均衡与最大最小的关系

证明：在一个博弈中，如果任意的参与人 i 都有一个严格占优于其它所有策略的策略 s∗i，那么 s∗ =

(s∗1, · · · , s∗n) 是博弈的唯一均衡点，也是唯一的最大最小策略向量.

证明: 严格占优说明
ui(s

∗
i , s−i) > ui(si, s−i), ∀si ̸= s∗i , ∀s−i ∈ S−i
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这表明 s∗i = arg max
si∈Si

ui(si, s
∗
−i)，即 s∗i 是 s∗−i 的一个最佳应对，因此 s∗ = (s∗1, · · · , s∗n) 是一个纳什均

衡. 由于 s∗i 是严格占优的，因此没有第二个最优反应，因此 s∗ 是唯一的纳什均衡. 而根据严格占优又
可以得到 s∗i = arg max

si∈Si

min
s−i∈S−i

ui(si, s−i)，并且没有另一个可以做到 max 的策略，故 s∗ 是唯一的最大

最小策略向量.

2.3 混合策略纳什均衡

1. 令 G = (I, (Si)i∈I , (ui)i∈I) 为一个策略型博弈，集合 Si 都是有限集合. 如果参与人 i 的一个纯策

略 si ∈ Si 被混合策略 σi ∈ Σi 严格占优，证明：在博弈的任一均衡中，参与人 i 选择纯策略 si

的概率为 0.

证明: 详细证明略去；可行的思路是证明任何一个含有这一被占优的策略的混合策略都可以被替
换为一个效用更高的不含这一被占优策略的混合策略；也可以说明，将这一占优的混合策略变成

新的纯策略加入博弈并不影响博弈的策略选择和效用，因此可以自然地删去被占优的纯策略

2. 利用上一题中的结论，求解下图所示的博弈的混合策略纳什均衡（提示：利用上一题结论构建混
合策略占优首先删除两个参与人各一个纯策略，然后利用上课的方法或无差异原则求解即可）.

L C R
T 6, 2 0, 6 4 4
M 2, 12 4, 3 2, 5
B 0, 6 10, 0 2, 2

不难验证，行参与人的纯策略 M 被混合策略 (1/2(T ), 1/2(B)) 严格占优，因此可以删去纯策略

M；删去后可以验证列参与人的纯策略 R 被混合策略 5/12(L), 7/12(C)严格占优，因此可以删去

纯策略 R；删去后可以求解 2 × 2 的混合策略纳什均衡，可以使用上课讲解的方法，也可以使用

无差异原则，结果为 ([
3

5
(T ),

2

5
(B)

]
,

[
5

8
(L),

3

8
(C)

])
.

2.4 零和博弈

考虑下图所示的二人零和博弈：

L R
T 5 0
B 3 4
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计算博弈的混合策略纳什均衡（提示：零和博弈的混合策略纳什均衡等价于什么）.

二人零和博弈的混合策略 (x∗, y∗) 是纳什均衡当且仅当 x∗ 是行参与人的最大最小策略，y∗ 是列参与人

的最小最大策略. 设 x∗ = (x, 1− x), y∗ = (y, 1− y)，于是有

U(x∗, y∗) = 5xy + 3(1− x)y + 4(1− x)(1− y) = 6xy − 4x− y + 4

则通过求导、画图等方式不难求得 x = arg max
x∈[0,1]

min
y∈[0,1]

6xy−4x−y+4 = 1/6, y = arg min
y∈[0,1]

max
x∈[0,1]

6xy−

4x− y + 4 = 2/3，因此混合策略纳什均衡为([
1

6
(T ),

5

6
(B)

]
,

[
2

3
(L),

1

3
(R)

])
.

2.5 相关均衡

证明：一个策略集 S1 × · · · × Sn 上的概率分布 p 是一个相关均衡，当且仅当对于每个参与人 i 和任意

的交换函数 δi : Si → Si，有

Es∼p[Ui(s)] ⩾ Es∼p[Ui(δi(si), s−i)]

其中交换函数不一定是双射，可以是任意的 Si → Si 的映射（提示：可以先将期望展开写，然后仿照课

上讲到的相关均衡与粗糙相关均衡的关系证明）.

证明: 将期望展开，实际上是要证明等价条件为对于每个参与人 i 和任意的交换函数 δi : Si → Si，有∑
s

p(s)Ui(s) ⩾
∑
s

p(s)Ui(δi(si), s−i)

分成两边证明：

1. ⇒：假设 p 是一个相关均衡，即对于每个参与人 i 有∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s
′
i, s−i), ∀si, s′i ∈ Si

即对于任意的交换函数 δi : Si → Si，有∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(δi(si), s−i), ∀si ∈ Si

两边同时对 si 求和即可得到题目要证的不等式.

2. ⇐：反证法，假设不是相关均衡，那么意味着存在某个参与人 i 和某两个策略 si, s
′
i ∈ Si，使得∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) <
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s
′
i, s−i)



取 δ(sj) =

s′i if sj = si

sj if sj ̸= si
，即 δ 将 si 映射到 s′i，其余取恒等映射，那么有

∑
si∈Si

∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) <
∑
si∈Si

∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(δi(si), s−i)

将求和号合并后与最前面的不等式矛盾，因此假设不成立，即 p 是一个相关均衡.
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