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4.1 产量领导模型的计算

设市场上有 1 和 2 两个厂商，厂商 1 是大厂商，是产量制定的领导者；厂商 2 是小厂商，是产量制定
的跟随者. 用 y1, y2 表示两个厂商的产量，因此总产量为 y1 + y2. 设总产量为 y1 + y2 时的市场价格为

2− y1 − y2，并且厂商 1 和 2 的生产一件产品的单位生产成本分别为 c1, c2，求在该假设下二者的子博

弈完美均衡产量.

先写出厂商 1 和 2 的利润函数：π1 = (2− y1 − y2)y1 − c1y1, π2 = (2− y1 − y2)y2 − c2y2，然后先对厂

商 2 求利润最大化（y1 假设为定植），解得 y2 =
2− y1 − c2

2
，然后将 y2 代入厂商 1 的利润函数，求

解得到最优的 y∗1 =
2 + c2 − 2c1

2
，最后将 y1 代入 y2 的表达式，求解得到最优的 y∗2 =

2 + 2c1 − 3c2
4

.

4.2 贝叶斯纳什均衡

注：本次作业 4.2 和 4.3 只需要选择其中一题完成即可，如果两题都完成，多的分数可以用于补充其
余作业题的分数.

考虑如下的不完全信息博弈：

• I = {1, 2}：1 和 2 分别是行、列参与人

• T1 = {A,B}, T2 = {C}：参与人 1 有两个类型，参与人 2 有一个类型

• p(A,C) = p(B,C) =
1

2
：参与人 1 的两个类型具有相同的概率

• 因此有两种状态博弈，下图所示矩阵给出了两种状态博弈的收益矩阵（左图为 t = (A,C) 时的状

态博弈，右图为 t = (B,C) 时的状态博弈）：

L R

T1 1, 0 0, 2
B1 0, 3 1, 0

L R

T2 0, 2 1, 1
B2 1, 0 0, 2

求解该博弈的贝叶斯纳什均衡（提示：求解出的贝叶斯纳什均衡集合的基数可能是连续统的，你只需要

表达出这一集合需要满足的约束即可）.
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设参与人 1在类型 A下的混合策略为 [x(T1), (1−x)(B1)]，在类型 B下的混合策略为 [y(T2), (1−y)(B2)]，

参与人 2 的混合策略为 [p(L), (1− p)(R)]。

我们首先考察参与人 2 的策略是否可能是纯策略（即 p = 0 或 p = 1）：

1. 若 p = 0，则类型 A 的参与人 1 最优选择是 B1，类型 B 的参与人 1 最优选择是 T2，因此这种

情况下参与人 2 的最优选择是 p = 1，因此不是均衡；

2. 若 p = 1，则类型 A 的参与人 1 最优选择是 T1，类型 B 的参与人 1 最优选择是 B2，因此这种

情况下参与人 2 的最优选择是 p = 0，因此不是均衡.

因此我们知道参与人 2 均衡时不可能选择纯策略，因此一定会选择混合策略。根据混合策略的无差异
原则有

1

2
(3(1− x) + 2y) =

1

2
(2x+ (y + 2(1− y)))

解得 x =
1 + 3y

5
，即 x 与 y 必须满足这一条件才可能是均衡。接下来我们需要研究是否只要满足这一

条件就可以是均衡，我们可以写出参与人 1 在类型为 A,B 时分别的效用函数：

u1A = xp+ (1− x)(1− p) = 2xp− x− p+ 1

u1B = y(1− p) + (1− y)p = −2yp+ y + p

求导即可知，最优反应为 x∗ =


0, 如果 p <

1

2

[0, 1], 如果 p =
1

2

1, 如果 p >
1

2

，y∗ =


1, 如果 p <

1

2

[0, 1], 如果 p =
1

2

0, 如果 p >
1

2

，因此显然只有 p =
1

2

时才能满足 x =
1 + 3y

5
. 因此，只需要 p =

1

2
，x =

1 + 3y

5
，y ∈ [0, 1] 即可是均衡.

4.3 纸牌游戏

注：本次作业 4.2 和 4.3 只需要选择其中一题完成即可，如果两题都完成，多余的分数可以用于补充
其余作业题的分数.

考虑一个非常简单的纸牌游戏：有两个参与人 1 和 2，两张纸牌 A 和 K，A 和 K 都可能成为游戏的底
牌，且两者成为底牌的概率相等. 首先自然决定了游戏的底牌，接下来博弈按如下顺序进行：

1. 参与人 1 看到了底牌，参与人 2 没有看底牌；

2. 参与人 1 看到底牌后如果选择放弃，此时收益为 (−1, 1)，即参与人 1 付出 1 的代价，参与人 2
获得 1 的收益；

3. 参与人 1 看到底牌后如果选择加注
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(a) 此时参与人 2 可以选择放弃，此时收益为 (1,−1)，即参与人 1 获得 1 的收益，参与人 2 付
出 1 的代价；

(b) 参与人 2 可以选择跟注，此时如果底牌是 A，收益为 (2,−2)，否则如果底牌是 K，收益为
(−2, 2).

求解参与人 1 的最优策略以及此时 2 的最优应对（类比上课讲到的推荐信问题，这里参与人 1 也是要
设计信号机制使得自己效用最大化，1 不能什么时候都加注，这样对手就知道 1 在无理取闹；1 也不能
只在看到 A 的时候加注，这样太诚实对手在你加注时都会选择放弃，因此要设计一个折中的方案）.

所谓最优策略与最优应对，实际上还是纳什均衡. 设参与人 1 在看到底牌 A 时加注的概率为 p，在看

到底牌 K 时加注的概率为 q，参与人 2 选择跟注的概率为 r. 一个显然的结果是，参与人 1 在看到底
牌 A 时加注的概率为 1 才是最好，因为是占优策略，所以 p = 1.
因为这个博弈是序贯的，所以类似于前面的斯塔克尔伯格博弈，我们先计算参与人 2 的最优应对，事
实上可以使用贝叶斯公式得到 1 选择加注时拿到的是 A 的概率为

p(A | 1 加注) =
p(A)p(1 加注 | A)

p(A)p(1 加注 | A) + p(K)p(1 加注 | K)
=

1

1 + q

此时我们要求 2 的两个选择无差异（显然是要混合策略的），故

−1 =
1

1 + q
· (−2) +

q

1 + q
· 2

解得 q =
1

3
. 当然，参与人 1 在拿到 K 时的两个选择也要无差异，因此有

−1 = 1− r − 2r

解得 r =
2

3
. 事实上可以验证 p = 1, q =

1

3
, r =

2

3
是贝叶斯纳什均衡，并且也是最优解.

4.4 Shapley 值的性质

证明：Shapley 值是满足对称性的解概念.

利用 Shapley 值的等价定义 ϕi(v) =
∑

S⊆N\{i}

|S|!(n− |S| − 1)!

n!
[v(S ∪{i})− v(S)]，我们知道对于对称的

j 和 k，在计算 S ⊆ N \{j, k}时上式的结果是一样的，因此区别就在于对 j 计算 S 有 k 没 j 的情况，对

k 计算 S 有 j 没 k 的情况. 事实上，对于任意的 S ⊆ N \ {j, k}，由于对称性，v(S ∪{j}) = v(S ∪{k})，
因此 v(S ∪ {j, k})− v(S ∪ {j}) = v(S ∪ {j, k})− v(S ∪ {k}). 因此在对 j 计算 S 有 k 没 j 的情况，对

k 计算 S 有 j 没 k 的情况时，根据上面的分析，也是完全一致的，因此 Shapley 值是满足对称性的.
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4.5 Shapley-Shubik 权力指数

联合国安理会是国际政治体系中最重要的机构，它是在二战之后成立的. 当时，安理会是由五个常任理
事国和六个非常任理事国组成的. 安理会最初的宪章规定，一项诀议被采纳，必须获得至少七个成员国
的赞成票. 此外，每个常任理事国对每一项决议都有否决权. 忽略安理会成员弃权的可能性，这意味着，
一项决议要能够在安理会获得通过，它必须获得所有五个常任理事国和至少两个非常任理事国的支持.

安理会常任理事国手中的否決权一直是观察家批评的焦点，观察家反对的是常任理事国和非常任理事

国之同的 “权力不平衡”. 批评的声浪使得安理会在 1965 年进行了重组，然后确立了一直维持到今天的
安理会结构. 新的安理会结构增加了四个非常任理事国，一项决议要获得通过，必须获得九个成员国的
支持，其中跟以前一样，必须包括五个常任理事国，即此后决策的通过，除了获得五个常任理事国的支

持外，还必须获得至少四个非常任理事国的支持，跟以前的必须获得至少两个非常任理事国的支持相

比，显著改变了安理会的权力结构. 但是这个看法站得住脚吗？

Shapley-Shubik 权力指数可以使我们用定量的方法米探究这个问题. 为此，我们计算两个结构下（1965
年之前和之后），安理会成员国的沙普利值，然后验证 1965 年重组之后的安理会，其成员国的沙普利
值发生了哪些改变. 1965 年之前的安理会结构可以描达为一个合作博弈. 如果我们用 P 表示安理会常

任理事国的集合，用 NP 表示非常任理事国的集合，那么这个博弈的参与人集由 N = P ∪NP 给出，

特征函数（忽略弃权的可能性）给出如下：

v(S) =

1, 如果 |P ⊂ S| 且 |S| ⩾ 7

0, 其他

同理，1965 年重组之后的安理会的特征函数表达如下：

v(S) =

1, 如果 |P ⊂ S| 且 |S| ⩾ 9

0, 其他

回答以下问题：

1. 计算 1965 年之前每个常任理事国和非常任理事国的 Shapley 值，并计算常任理事国的 Shapley
值之和与非常任理事国的 Shapley 值之和的比值；

设 i 为常任理事国，那么使得 v(S) = 0 且 v(S ∪ {i}) = 1 的所有 S 构成了 Shapley 的计算的关
键。不难发现这样的 S 必须包括其他四个常任理事国，然后包括 2 或 3 或 4 或 5 或 6 个非常任
理事国，由此可以根据 Shapley 值的等价定义得到 i 的 Shapley 值为

6!4!

11!
C2

6 +
7!3!

11!
C3

6 +
8!2!

11!
C4

6 +
9!1!

11!
C5

6 +
10!0!

11!
C6

6 =
76

385

事实上所有的常任理事国地位对称，因此其他常任理事国的 Shapley 值也是 76

385
，非常任理事国

的 Shapley 值直接根据有效率得到为
1

6
(1− 5× 76

385
) =

1

462



Lecture 4: 动态博弈与合作博弈论基础 4-5

比值为
5× 76

385

6× 1

462

=
77

77
= 76.

2. 计算 1965 年之后每个常任理事国和非常任理事国的 Shapley 值，并计算常任理事国的 Shapley
值之和与非常任理事国的 Shapley 值之和的比值；

同第一题理可以计算得到常任理事国的 Shapley值为 421

2145
，非常任理事国的 Shapley值为 4

2145
，

比值为
5× 421

2145

4× 4

2145

= 52.625.

3. 根据前面的计算结果，评价 1965 年重组之后的安理会是否改变了安理会的权力结构.

从比例来看的确使得非常任理事国的总权力增加了，但事实上微乎其微，并且因为非常任理事国

的个数增加了，平摊到每个国家头上反而降低了，因此我们很难从 Shapley-Shubik 权力指数中看
出什么（如果用 Banzhaf 值会更好一些）.


