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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

单人决策问题

在之前的讨论中，我们已经见到了很多个人最大化自身效用的单人决
策问题，这些问题可以被描述为

max
x

u(x)

s.t. x ∈ X

例如我们遇到的消费者最大化效用、数据卖家最大化利润问题等

然而在现实生活中，很多问题是多人参与的，每个人的决策会影
响到其他人的效用，每个人的效用受他人的决策影响

max
xi

u(xi, x−i)?

其中 x−i = (x1, x2, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn)，即 x−i表示除了 i之外的其
他人的决策，这在博弈论中是常用的记号
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

一个例子：垄断与寡头

假设你是一个书店老板，你的书店是某个小镇上唯一的书店，每本书
的成本为 20元．你知道每个顾客只要书的价格不超过 200元就会买，
那么你的决策是什么？1

1https://www.haifeng-xu.com/cmsc35401win24/slides/lec1-intro.pdf
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

一个例子：垄断与寡头（Cont’d）

假设你是一个书店老板，但是现在小镇上有另外一个书店，你们每本
书的成本均为 20元，你们都知道每个顾客只要书的价格不超过 200元
就会买，那么你们的决策是什么？

1 如果另一个书店的成本是 25元呢？
2 如果两个书店勾结呢？
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一个游戏

请各位同学不要互相交流，给出一个 0到 100之间的实数，提交到学
在浙大上，最后所给数字最接近全班给出的数字的平均数的 1/2的同学
获胜，可以获得 2分总评奖励
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游戏的分析：凯恩斯选美博弈

请各位同学不要互相交流，给出一个 0到 100之间的实数，提交到学
在浙大上，最后所给数字最接近全班给出的数字的平均数的 1/2的同学
获胜，可以获得 2分总评奖励

如果玩这个游戏的都是非常 “理性”的人，他们会如何分析这个游戏？
1 从随机性来看，大家给出的数字应该是均匀分布的，因此均值大
约是 50，那么最接近均值的数字是 25

2 但是大家都很理性，所有人都会认为别人会给出 25，因此此时给
出 12.5是最好的选择

3 但是如果大家都这么想，那么给出 6.25是最好的选择，以此类推，
这一博弈的结果是所有理性人给出 0
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游戏的分析：凯恩斯选美博弈（Cont’d）

这里的分析是否有值得怀疑的点？
1 所有人都这么理性在现实中是几乎不可能的
2 有的 “聪明人”可能会搅局

英国著名经济学家凯恩斯在著作《就业、利息与货币通论》中提出选
美博弈：

职业投资就像是报纸选美大赛：参赛者必须从 100张照片
中选出 6张最美的面孔，最终选择最接近所有参赛者平均偏好
的参赛者将会获胜．所有每位参赛者面临相同的难题：他们都
必须选择那些他们认为其他参赛者会最喜欢的面孔，而不是
自己认为最美的面孔．我们不能依据个人判断来选出自己认
为的最美的面孔，甚至不是依据什么是最好看的平均观点做
出选择，我们已经达到了第三层次，将智力投入到预测平均观
点将会如何选择最美的面孔上．并且我相信有些人已经做到
了第四，第五或者更高层次．

所以你在游戏中站在了第几层？
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游戏的分析：凯恩斯选美博弈（Cont’d）

1 凯恩斯认为这种思想可以解释股票的价格，股票的价格并不基于
其资产的价值，甚至不是基于其他投资者对资产价值的看法，而
是基于投资者所认为的其他投资者所持有的关于资产价值的一般
观点，甚至以及更高层次的估计

2 2011年，美国公共广播电台的 Planet Money节目进行了如下实验：
实验者首先观看分别有关猫，懒猴和北极熊的三个动物视频，再
被分为两组．第一组需要回答：你认为最可爱的动物是哪一种；
第二组需要回答：你认为其他实验者认为最可爱的动物是哪一种．
实验结果表明，第一组回答猫的人数最多，占 50%；而第二组回
答猫的人数占到了总数的 76%

这一实验结果与凯恩斯的理论一致：每个人估计其他人平均的偏好
与每个人自身的真实偏好的分布是不一致的

吴一航 Jul. 4 2024 非合作博弈论基础 8 / 56



引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

游戏的分析：凯恩斯选美博弈（Cont’d）

1 凯恩斯认为这种思想可以解释股票的价格，股票的价格并不基于
其资产的价值，甚至不是基于其他投资者对资产价值的看法，而
是基于投资者所认为的其他投资者所持有的关于资产价值的一般
观点，甚至以及更高层次的估计

2 2011年，美国公共广播电台的 Planet Money节目进行了如下实验：
实验者首先观看分别有关猫，懒猴和北极熊的三个动物视频，再
被分为两组．第一组需要回答：你认为最可爱的动物是哪一种；
第二组需要回答：你认为其他实验者认为最可爱的动物是哪一种．
实验结果表明，第一组回答猫的人数最多，占 50%；而第二组回
答猫的人数占到了总数的 76%

这一实验结果与凯恩斯的理论一致：每个人估计其他人平均的偏好
与每个人自身的真实偏好的分布是不一致的

吴一航 Jul. 4 2024 非合作博弈论基础 8 / 56



引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

经典博弈：囚徒困境

一个犯罪团伙的两名成员 1和 2被捕，他们在两个独立的房间里接受
审问，他们之间无法通信

不承认 承认
不承认 (-1,-1) (-15,0)
承认 (0,-15) (-5,-5)

他们会如何选择？

这一问题的理性分析后面马上介绍

在分析之前我们先从前面讨论的问题中提取出博弈的基本要素
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博弈的基本要素

定义 (博弈的要素)
1 多个人进行决策
2 博弈的行为相互影响

总而言之，是指多个人的交互决策

如何表示博弈？

定义 (博弈的数学表达：基础版)
博弈可以被表达为一个三元组 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I)，其中

1 参与人（player）集合：i ∈ I
2 每个参与者可以选择的策略（strategy）集合：Si
3 效用函数（payoff function）：ui : S1 × · · · × Sn → R

例如，在囚徒困境中，I = {1, 2}，S1 = S2 = {承认,不承认}，u1 和 u2
可以通过上面的表格给出，如 u1(承认,承认) = −5
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博弈的基本要素（Cont’d）

定义 (博弈的数学表达：基础版)
博弈可以被表达为一个三元组 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I)，其中

1 参与人（player）集合：i ∈ I
2 每个参与者可以选择的策略（strategy）集合：Si
3 效用函数（payoff function）：ui : S1 × · · · × Sn → R

1 这种博弈表达称为策略式博弈（strategic game）
2 更为复杂的博弈（扩展式、不完全信息）还会有其它描述的要素
3 参与人我们要求是理性且智能的

理性人假设在微观经济学中已经介绍，即参与人会选择最大化自身
效用的行动
智能人假设参与人有能力分析博弈的全局
例如在竞争市场中，只要求是理性人，因为只需要最大化自身效用，
并不要求对市场的全局有深刻的认识
参与人理性、智能是共同知识：我知道你知道我知道你知道⋯⋯
讨论：为什么我们一般都参与人是理性的情况？
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博弈论

总而言之，博弈论（game theory）可以被定义为对智能的理性决策者
之间冲突与合作的数学模型研究

博弈论为分析那些涉及两个或更多个参与者且其决策会影响相互
间福利水平的情况提供了一般性的数学方法

近代博弈论始于 Zermelo、Borel、Von Neumann、Morgenstern等人
的工作

人类对于如何设计物理系统来控制自然物质已经懂得许多，但对
于如何建立社会体制来调节面临冲突的人类行为却做得不够
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博弈的解

博弈论的核心：给定一个博弈，关于 “将会发生什么，我们能说些什
么”．这一问题有至少三种不同可能的解释：

1 经验的、描述性的解释：在给定的博弈中，参与人如何展开博弈
2 规范的解释：在给定的博弈中，参与人 “应该”如何展开博弈
3 理论的解释：假定参与人的行为是 “合理的”或 “理性的”，那么我
们能推测出什么

第一种解释涉及对参与人实际行为的观察，偏向于心理学与行为经济
学的领域；第二种解释适用于仲裁者、立法者等，他们需要根据商定的
原则（如公正、效率等）决定博弈的结果；第三种解释则是通过理论方
法预期一个博弈的合理结果．

定义 (博弈的解/解概念)
博弈的解或解概念（solution concept）是对于一个博弈的一种预期结
果，通常是一个策略组合，即参与人的行动选择，或收益的分配结果
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

博弈论无处不在

扑克、国际象棋、围棋等游戏

广告拍卖、频谱拍卖、价格竞争、讨价还价

政策制定、国家治理、选举

国家安全、国际关系

⋯⋯
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

博弈的分类

一、 非合作博弈：参与人之间没有合作，选择行动之后效用是各自的
效用，与他人无关

分类依据一：是否完全信息，即参与人之间是否互相知道对方的效
用函数，是否知道博弈的全局信息
分类依据二：静态博弈或动态博弈，即参与人的行动是一次同时完
成的，还是序贯进行的
在两个互相看不见的房子里进行石头剪刀布，不要求同时完成，但
是行动的先后不会影响结果，因此是静态博弈
四大类博弈：完全信息静态博弈（如囚徒困境）、完全信息动态博弈
（如价格领袖模型）、不完全信息静态博弈（如拍卖）、不完全信息动
态博弈（如扑克牌）

二、 合作博弈：考虑参与人之间合作后产生的联合效用
重点关注如何分配联合效用，有很多的解概念（收益分配方式）
博弈规范解释的应用（公平分配）
目前广泛应用于数据估值
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

囚徒困境与占优策略

继续我们囚徒困境的例子，一个犯罪团伙的两名成员 1和 2被捕，他
们在两个独立的房间里接受审问，他们之间无法通信

不承认 承认
不承认 (-1,-1) (-15,0)
承认 (0,-15) (-5,-5)

理性的参与者会观察到：
1 参与人 1发现，无论对方选择承认或不承认，自己选择承认都会
比不承认效用更高

2 参与人 2发现，无论对方选择承认或不承认，自己选择承认都会
比不承认效用更高

3 这时我们说不承认是一个严格劣策略（strictly dominated
strategy），即无论对方选择什么，自己选择这个策略都是最差的
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

囚徒困境与占优策略（Cont’d）

定义 (严格占优)
给定参与人 i的策略 si，如果他有另一个策略 ti，使得对于所有
s−i ∈ S−i，ui(ti, s−i) > ui(si, s−i)，则称 si是参与人 i的一个严格劣策略
（strictly dominated strategy）．此时我们称 si被 ti严格占优（strictly
dominated），或者说 ti严格占优于（strictly dominates） si．

1 博弈论中假定，理性人不会选择严格劣策略，这并不是一个很强
的假设，是符合常识的

2 在博弈论中，参与人是理性的是共同知识
3 因此囚徒困境中的解是 (承认,承认)
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

囚徒困境的进一步讨论

囚徒困境的结果看起来有些不合理？
1 为什么两个人不会选择更好的点？（理性人的假设）
2 现实中两个人选择合作，原因可能是什么？

囚徒困境本质：出于个人理性的决策无法达到社会最优
1 囚徒困境的例子：布雷斯悖论、公地悲剧、内卷
2 解决囚徒困境：强制力、机制设计、长期关系
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

重复剔除严格劣策略

我们再来看一个例子，练习如何利用严格占优的解概念来求解博弈，
假设参与人 1代表行参与者，参与人 2代表列参与者

L M R
T 1, 0 1, 2 0, 1
B 0, 3 0, 1 2, 0

不难发现，策略 R被策略 M严格占优，因此我们可以剔除策略 R，得
到新的博弈

L M
T 1, 0 1, 2
B 0, 3 0, 1

进一步地，策略 B被策略 T严格占优，因此我们可以剔除策略 B，最后
L被 M严格占优，因此最终的解是 (T,M)．这一过程被称为重复剔除
严格劣策略（iterated elimination of strictly dominated strategies），当
然这一操作的背后假定是理性人是共同知识
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

弱占优

有的博弈没有严格劣策略，例如：

L R
T 1, 2 2, 3
B 2, 2 2, 0

尽管没有严格劣策略，但策略 B确实有特殊之处：和策略 T相比，策
略 B虽然不能总是给出更好的结果，但至少不会更差，并且在列参与
人选择 L时，策略 B会给出更好的结果．这种情况下，我们称策略 B
弱占优于（weakly dominates）策略 T．

定义 (弱占优)
给定参与人 i的策略 si，如果他有另一个策略 ti，满足如下两个条件：

1 对于所有 s−i ∈ S−i，ui(ti, s−i) ⩾ ui(si, s−i)

2 至少存在一个 s−i ∈ S−i，使得 ui(ti, s−i) > ui(si, s−i)

则称 si是参与人 i的一个弱劣策略（weakly dominated strategy）．此时
我们称 si被 ti弱占优（weakly dominated），或者说 ti弱占优于
（weakly dominates） si．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

弱占优（Cont’d）

1 一般而言，除非强调严格占优，否则我们默认占优是指弱占优

2 理性参与人不会使用（弱）劣策略
可以用于重复剔除劣策略寻找博弈的解
但是比严格劣策略的版本对理性的要求更强
颤抖的手原则：考虑列参与人分别以 x和 1− x的概率选择 L和 R
（0 < x < 1），那么行参与人会选择 B，因为 T的期望效用是
x+ 2(1− x) = 2− x，而 B的期望效用是 2

3 重复剔除劣策略的过程中如果只有严格劣策略，那么结果不依赖
于剔除的顺序（自行证明），但是剔除弱劣策略的顺序可能会影响
结果

L C R
T 1, 2 2, 3 0, 3
M 2, 2 2, 1 3, 2
B 2, 1 0, 0 1, 0

按顺序 T,R,B,C和 B, L,C, T以及 T,C,R剔除弱劣策略，最终的解不同
（自行验证）
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

纳什均衡

考虑如下的恶策略型二人博弈：

L C R
T 0, 6 6, 0 4, 3
M 6, 0 0, 6 4, 3
B 3, 3 3, 3 5, 5

不难发现如下博弈策略之间没有占优关系，于是我们需要思考新
的解概念

如果一个参与人已知他人使用的策略，那么他参加的博弈实际上
就是要选择一个 “最佳应对”
考虑策略组合 (B,R)，此时每个人都不愿意单独偏离这一组合，因
为 B和 R各自是对方的最佳应对．也就是说，如果其它参与人确
实根据 (B,R)选择了策略，那么每个人都不愿意单独偏离这一组
合，所以这一策略组合是稳定的
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

纳什均衡（Cont’d）

定义 (纳什均衡)
给定一个博弈，一个策略组合 s∗ = (s∗1, · · · , s∗n)是一个纳什均衡（Nash
equilibrium），如果对于每个参与人 i，有

ui(s∗) ⩾ ui(si, s∗−i)

如果 ui(ŝi, s−i) > ui(s)，那么策略 ŝi是参与人 i有利可图的策略偏离，
纳什均衡的策略向量不允许存在有利可图的策略偏离
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

纳什均衡的等价定义

定义 (最佳应对)
令 s−i为参与人 i之外的所有参与人的策略组合，参与人 i的策略 si是
s−i的一个最佳应对（best response），如果满足

ui(si, s−i) = max
ti∈Si

ui(ti, s−i)

定义 (纳什均衡的等价定义)
如果对于每个参与人 i，s∗i 是 s∗−i的一个最佳应对，那么策略组合
s∗ = (s∗1, · · · , s∗n)是一个纳什均衡．

证明留作习题，注意等价需要证明两个方向可以互相推导
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

例子：协调博弈

协调博弈：博弈双方协调各自的策略对双方都有利

a b
A 1, 1 0, 0
B 0, 0 3, 3

显然 (A, a)和 (B, b)都是纳什均衡，(A, b)和 (B, a)都不是纳什均衡

F C
F 2, 1 0, 0
C 0, 0 1, 2

性别大战：一对夫妻要安排他们周末的活动，可选择的活动有看足球
赛（F）和听音乐会（C）．丈夫更喜欢看足球赛，而妻子更喜欢听音乐
会．如果他们选择的活动不同，那么他们都不会高兴，如果他们选择
的活动相同，那么他们都会高兴．因此 (F,F)和 (C,C)都是纳什均衡

夫妻对这两个均衡的偏好是什么？有没有办法进一步协调？
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

例子：协调博弈（Cont’d）

下图展示的也是协调博弈，称为 “安全困境”，描述二战后美国和苏联
的博弈情形．

不拥有核武器 拥有核武器
拥有核武器 3, 1 2, 2
不拥有核武器 4, 4 1, 3

最好的结果是双方都不拥有核武器，因为制造核武器成本高昂，
而且核武器容易触发战争，后果严重；稍差一点是自己拥有，对
方没有，再次是双方都有，最次是自己没有，对方拥有

博弈有两个均衡：都拥有核武器和都不拥有核武器

如果双方都不拥有核武器，事实上是在冒险：因为很可能对方在
造核武器，这会导致自己处境降到最差；所以双方都会倾向于制
造核武器，因为如果对方制造了，那么制造核武器是最佳应对，
如果对方没有制造，自己的效用也会从 2提升到 3
安全困境：更理想、更合理的均衡更危险
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

例子：古诺双寡头竞争

例 (古诺双寡头竞争：《关于财富理论的数学原理的研究》)
两家制造商 1和 2生产相同的产品，在同一市场中竞争潜在的顾客．
两家制造商同时选择产量，需求决定产品的市场价格，市场价格对两
家企业而言是相同的．用 q1 和 q2 分别表示两家企业的产量，因此
q1 + q2 是市场的总产量．假设供给为 q1 + q2，每件产品的价格为
2− q1 − q2．假设两家厂商的单位生产成本分别为正实数 c1, c2．这个
博弈存在均衡吗？

这是一个两人博弈，每个参与人的策略集合是 [0,+∞)，如果参与人 1
选择策略 q1，参与人 2选择策略 q2，那么参与人 1的效用（利润）是

u1(q1, q2) = (2− q1 − q2)q1 − c1q1 = q1(2− q1 − q2 − c1)

参与人 2的效用是

u2(q1, q2) = q2(2− q1 − q2 − c2)
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

例子：古诺双寡头竞争（Cont’d）

我们使用最优反应的定义求解纳什均衡，首先求参与人 1关于 q2 的最
优反应，即求解最大化 u1(q1, q2)的 q1：

∂u1
∂q1

= 2− 2q1 − q2 − c1 = 0

同理对于参与人 2，我们有

∂u2
∂q2

= 2− q1 − 2q2 − c2 = 0

联立方程解得

q∗1 =
2− 2c1 + c2

3
, q∗2 =

2− 2c2 + c1
3

可以验证这是纳什均衡，并且是唯一的纳什均衡．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

纳什均衡的意义

例 (两个将军的协调博弈)
两个将军考虑是否要合作进攻，如果两个将军合作进攻，则各自可以
领赏，没有进攻则领不到赏，但如果只有一方进攻，则进攻者会输得
很惨，这个博弈会走向何方？

攻击 不攻击
攻击 (1,1) (-2,0)
不攻击 (0,-2) (0,0)

如果全班 75%的同学都选择攻击，那么攻击成功，参与攻击的获
得总评 1分的加分；如果攻击失败，那么参与攻击的同学会被扣 2
分．你会选择什么？
现实往往达不到纳什均衡：需要充分的交流或多次博弈达到稳态
或者有一个仲裁者建议（相关均衡）：纳什均衡是稳定的、自我实
现的协议
纳什均衡需要精炼
均衡与物种演化
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

安全性：最大最小的概念

纳什均衡带来了稳定性，但有时候稳定性不是唯一的考虑因素，例如：

L R
T 2, 1 2, -20
M 3, 0 -10, 1
B -100, 2 3, 3

显然，这个博弈唯一的均衡是 (B,R)，但行参与人选择 B其实会很犹豫
如果列参与人选了 L怎么办（不管是因为意外，还是不理性，或
是其他原因）

(B, L)是灾难性的，因此行参与人可能更偏好 T，虽然只带来 2的
收益，但可以保证避免 -100的灾难
如何保证自己避免最大的损失？选取最差情况最好的策略：最大
最小策略
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

安全性：最大最小的概念（Cont’d）

定义 (最大最小策略)
给定一个博弈，参与人 i的最大最小策略（maxmin strategy）是参与人
i的一个策略 s∗i，满足

min
t−i∈S−i

ui(s∗i , t−i) ⩾ min
t−i∈S−i

ui(si, t−i), ∀si ∈ Si

即 s∗i 下的最差情况是最优的，即可以保证自己得到收益

vi = max
si∈Si

min
t−i∈S−i

ui(si, t−i)

vi称为参与人 i的最大最小值（maxmin value），于是最大最小策略等
价于

ui(s∗i , t−i) ⩾ vi, ∀t−i ∈ S−i

有时策略是无限集合，min和 max可能不存在，但是可以用下确界和
上确界代替
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

安全性：最大最小的概念（Cont’d）
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

三个解概念之间的关系（Cont’d）

定理
1 参与人 i占优于其它所有策略的策略是该参与人的最大最小策略，
而且这样的一个策略是参与人 i对其它参与人任何策略向量的最
佳应对

2 一个博弈中，如果每个参与人都有一个占优于其它所有策略的策
略，那么占优策略向量是一个均衡点，也是最大最小策略向量

3 一个博弈中，如果每个参与人 i都有一个严格占优于其它所有策略
的策略 s∗i，那么 s∗ = (s∗1, · · · , s∗n)是博弈的唯一均衡点，也是唯一
的最大最小策略向量

4 对于每个参与人 i，策略型博弈的每个纳什均衡 s∗ 满足 ui(s∗) ⩾ vi

以下证明最后一条，其余定理的证明留作习题．直接利用纳什均衡策
略是最优反应即可证明：

ui(s∗) = max
si∈Si

ui(si, s∗−i) ⩾ max
si∈Si

min
t−i∈S−i

ui(si, t−i) = vi
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

引入混合策略

考虑如下的石头剪刀布博弈：

石头 剪刀 布
石头 0, 0 1, -1 -1, 1
剪刀 -1, 1 0, 0 1, -1
布 1, -1 -1, 1 0, 0

显然，这个博弈没有纳什均衡

那么每个参与人的最优决策是什么呢？我们可以考虑一个参与人
是永远出石头，那么另一个人只要观察到这一点，就可以永远出
布，因此这样的策略是不合理的（又例如点球大战门将的扑救方
向也不能一直保持一致）

所以我们可以猜想，最优的策略是随机的，要让自己的行为不可
捉摸，这就引入了混合策略（mixed strategy）的概念
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

混合策略

定义 (混合策略)
令 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I)为一个策略型博弈．一个混合策略（mixed
strategy）是 Si上的概率分布，参与人 i的混合策略集记为

Σi = {σi : Si → [0, 1] |
∑
si∈Si

σi(si) = 1}

其中 σi(si)表示参与人 i在该混合策略下选择策略 si的概率．

注意我们还有一个记号，对于每个参与人 i，令 ∆(Si)为 Si上的概率分
布集合，即

∆(Si) = {p : Si → [0, 1] |
∑
si∈Si

p(si) = 1}

因此我们有 Σi = ∆(Si)．通俗而言，混合策略就是给每个 Si中的策略
（称之为纯策略（pure strategy））一个概率，然后按照这个概率随机选
择策略．注意，纯策略也可以看作是混合策略的特例，即只有一个策
略的概率为 1，其余为 0．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

混合策略（Cont’d）

定义 (博弈的混合扩展)
令 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I)为一个策略型博弈．G的混合扩展（mixed
extension）是一个博弈

Γ = (I, (Σi)i∈I, (Ui)i∈I)

其中 Σi = ∆(Si)是参与人 i的混合策略集，他的收益函数 Ui : Σ → R
将每个混合策略向量 σ = (σ1, · · · , σn) ∈ Σ1 × · · · × Σn 映射到一个实数

Ui(σ) = E[ui(σ)] =
∑
s∈S

n∏
j=1

σj(sj)ui(s1, · · · , sn)

这里我们用的是冯诺伊曼-摩根斯坦恩博弈的收益函数，求解的是
参与人 i在混合策略向量 σ下的期望收益

这里蕴含着一个假定，就是每个参与人的行动是相互独立的
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

混合策略纳什均衡

类似于纯策略纳什均衡，我们可以给出混合策略纳什均衡的定义．给
定一个博弈的混合扩展 Γ = (I, (Σi)i∈I, (Ui)i∈I)，一个混合策略向量 σ∗

是一个混合策略纳什均衡，如果对于每个参与人 i，有

Ui(σ
∗) ⩾ Ui(σi, σ

∗
−i), ∀σi ∈ Σi

定理 (混合策略纳什均衡等价条件)
令 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I)为一个策略型博弈，Γ为 G的混合扩展．一个
混合策略向量 σ∗ 是 Γ的混合策略纳什均衡，当且仅当对于每个参与人
i和每一个纯策略 si ∈ Si，有

Ui(σ
∗) ⩾ Ui(si, σ∗

−i)

证明：正向推导只需要注意到纯策略也是特殊的混合策略即可．反过
来，对于参与人 i的每个混合策略 σi，

Ui(σ, σ
∗
−i) =

∑
si∈Si

σi(si)Ui(si, σ∗
−i) ⩽

∑
si∈Si

σi(si)Ui(σ
∗) = Ui(σ

∗)
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Ui(σ
∗) ⩾ Ui(σi, σ

∗
−i), ∀σi ∈ Σi

定理 (混合策略纳什均衡等价条件)
令 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I)为一个策略型博弈，Γ为 G的混合扩展．一个
混合策略向量 σ∗ 是 Γ的混合策略纳什均衡，当且仅当对于每个参与人
i和每一个纯策略 si ∈ Si，有

Ui(σ
∗) ⩾ Ui(si, σ∗

−i)

证明：正向推导只需要注意到纯策略也是特殊的混合策略即可．反过
来，对于参与人 i的每个混合策略 σi，

Ui(σ, σ
∗
−i) =

∑
si∈Si

σi(si)Ui(si, σ∗
−i) ⩽

∑
si∈Si

σi(si)Ui(σ
∗) = Ui(σ

∗)
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

纳什定理

从前面的石头剪刀布的例子我们知道，并非所有博弈都有纳什均衡．但
是纳什定理告诉我们，每个有限的策略型博弈都有至少一个纳什均衡．

定理 (纳什定理)
每一个策略型博弈 G，如果参与人的个数有限，每个参与人的纯策略
数目有限，那么 G至少有一个混合策略纳什均衡．

这一定理的证明超出本门课程范围（需要使用布劳威尔不动点定理、
角谷不动点定理等），感兴趣的同学可以参考相关书目．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

混合策略纳什均衡的求解

性别大战：

F C
F 2, 1 0, 0
C 0, 0 1, 2

最自然、最直观的方式还是从最优反应函数的角度出发，但是这里我
们需要考虑的是混合策略．对于参与人 1（行参与人）的每个混合策略
[x(F), (1− x)(C)]，参与人 2（列参与人）的最优反应集合为

br2(x) = arg max
y∈[0,1]

u2(x, y)

= {y ∈ [0, 1] | u2(x, y) ⩾ u2(x, z), ∀z ∈ [0, 1]}

同理对于参与人 2的每个混合策略 [y(F), (1− y)(C)]，参与人 1的最优
反应集合为

br1(y) = arg max
x∈[0,1]

u1(x, y)

= {x ∈ [0, 1] | u1(x, y) ⩾ u1(z, y), ∀z ∈ [0, 1]}
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

混合策略纳什均衡的求解（Cont’d）

不难解得

br2(x) =


{0}, x ∈ [0, 2/3)

[0, 1], x ∈ {2/3}
{1}, x ∈ (2/3, 1]

br1(y) =


{0}, y ∈ [0, 1/3)

[0, 1], y ∈ {1/3}
{1}, y ∈ (/3, 1]

三个交点：(x∗, y∗) = (0, 0)，
(x∗, y∗) = (2/3, 1/3)，
(x∗, y∗) = (1, 1)，第 1个和第 3个
是纯策略纳什均衡，第 2个是混合
策略纳什均衡，混合策略纳什均衡
对应的收益为 (2/3, 2/3)．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

混合策略纳什均衡的求解（Cont’d）

定理 (无差异原则)
令 σ∗ 为一个混合策略纳什均衡，令 si和 s′i 为参与人 i的两个纯策略，
如果 σ∗

i (si) > 0，那么 ui(si, σ∗
−i) = ui(s′i , σ∗

−i)．

这个定理成立的原因很简单：如果 ui(si, σ∗
−i) > ui(s′i , σ∗

−i)，那么参与人
i应该增加 si的概率，这样可以提高自己的收益．

关于混合策略纳什均衡的求解，有一种指数时间的通法，需要一定的
线性规划基础，因此不在此介绍．我们想要知道的问题是，混合策略
纳什均衡的计算看起来非常复杂，是否存在多项式时间的算法？

定理 (陈汐、邓小铁（2009）)
双人博弈纳什均衡的计算是 PPAD完全问题．

1 我们不在此解释 PPAD完全的含义，只需知道目前是没有多项式
时间算法可以计算一般的两人博弈的混合策略纳什均衡

2 纯策略纳什均衡：PLS完全性，局部搜索复杂度
3 稳定匹配
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

二人零和博弈

定义 (零和博弈)
如果对于每个策略向量 (s1, s2)，有 u1(s1, s2) + u2(s1, s2) = 0，那么这
个博弈是一个（双人）零和博弈（zero-sum game）

事实上，一个双人博弈（不一定是零和的）又叫作双矩阵博弈．一个双
矩阵博弈可以描述为两个 m× n的收益矩阵 A和 B，其中一个是行参与
者的，一个是列参与者的．在零和博弈中，B = −A，因此零和博弈只
需要一个矩阵就可以表达．

石头剪刀布博弈的零和博弈表示：

石头 剪刀 布
石头 0 1 -1
剪刀 -1 0 1
布 1 -1 0

表格中的每个元素是行参与者
的收益，列参与者的收益是这
个数的相反数
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

二人零和博弈（Cont’d）
设收益矩阵为 A = (aij)m×n，当行参与者的混合策略为
x = (x1, · · · , xm)，列参与者的混合策略为 y = (y1, · · · , yn)时，行参与
者的期望收益是（列参与人是相反数）

u1(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj = xTAy

前面我们已经介绍了两种重要的解概念，即纳什均衡（代表稳定性）和
最大最小值（代表安全性）．对于零和博弈，我们有一个非常重要的定
理，它说明在零和博弈中，纳什均衡和最大最小值是等价的，因此可
以同时实现稳定性和安全性．接下来的核心就是要推导出这一定理．

首先我们看参与人 2的最大最小值和参与人 1的最大最小值：

v1 = max
x

min
y

xTAy

v2 = max
y

min
x

xT(−A)y = −min
y

max
x

xTAy
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

二人零和博弈（Cont’d）

故我们定义二人零和博弈的

最大最小值为 v = max
x

min
y

xTAy，取得最大最小值的 x称为行参与

者的最大最小策略

最小最大值为 v = min
y

max
x

xTAy，取得最小最大值的 y称为列参与

者的最小最大策略

定理
v ⩽ v．

证明：令 y∗ = argmin
y

max
x

xTAy，则

v = max
x

min
y

xTAy ⩽ max
x

xTAy∗ = min
y

max
x

xTAy = v
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

二人零和博弈（Cont’d）

定理
对于一个二人零和博弈，v = v．

定理证明我们留到在线学习一讲，还有一种简单的方法需要用到线性
规划对偶，这里不展开．我们称 v = v为二人零和博弈的值（value）．

定理

对于一个二人零和博弈，(x∗, y∗)是一个纳什均衡当且仅当 x∗是行参与
者的最大最小策略，y∗ 是列参与者的最小最大策略．

证明：从纳什均衡出发，我们有

(x∗)TAy∗ = max
x

xTAy∗ ⩾ min
y

max
x

xTAy

= max
x

min
y

xTAy ⩾ min
y
(x∗)TAy = (x∗)TAy∗

故两个不等号必须取等号，即 x∗ 是行参与者的最大最小策略，y∗ 是列
参与者的最小最大策略．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

二人零和博弈（Cont’d）

定理

对于一个二人零和博弈，(x∗, y∗)是一个纳什均衡当且仅当 x∗是行参与
者的最大最小策略，y∗ 是列参与者的最小最大策略．

证明：从最大最小值出发，我们有

(x∗)TAy∗ ⩾ min
y
(x∗)TAy = max

x
min
y

xTAy

= min
y

max
x

xTAy = max
x

xTAy∗ ⩾ tTAy∗, ∀t

因此 x∗ 是 y∗ 的最优反应，同样的方法也可以证明 y∗ 是 x∗ 的最优反
应，即 (x∗, y∗)是一个纳什均衡．

这一定理说明，对于二人零和博弈，

纳什均衡和最大最小值是等价的，因此我们可以通过计算最大最小值
来求解纳什均衡，并且零和博弈的解概念（即 “值”）的兼具稳定性和
安全性．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

相关均衡引入：斗鸡博弈

在之前的讨论中，博弈参与人的行为都是独立作出的

但是，在有的博弈中（例如协调博弈），我们希望有一个仲裁人站
出来，告诉参与人应该如何选择策略

在现实中的确存在这样的博弈，例如红绿灯

例 (斗鸡博弈（The game of Chicken）)
两个人开车相向而行，如果两个人都不避让，就会发生车祸．如果两
个人都避让，那么就会浪费时间．如果一个人避让，另一个人不避让，
那么避让的人会被认为是懦夫．这个博弈的收益矩阵如下：

避让 不避让
避让 6, 6 2, 7
不避让 7, 2 0, 0
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1（避让，不避让）和（不避让，避让），收益分别为 (2, 7)和 (7, 2)，
这就是红绿灯推荐的均衡，没有人会主动偏离

2 双方都以 2/3概率选择避让，1/3概率选择不避让，收益为
(14/3, 14/3)
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相关均衡引入：斗鸡博弈（Cont’d）
考虑如下机制：一个仲裁人关于要采取的行动给每个参与者一个建议，
但仲裁人不告诉每个参与人其他参与人得到的建议．仲裁人以相同的
概率在三个行动向量中选择：

避让 不避让
避让 1/3 1/3
不避让 1/3 0

尽管参与人不知道别人被推荐了什么策略，但推荐的概率分布是公开
的．通过抽签的方法在三个行动向量中选择一个之后，仲裁人向行参
与人推荐抽到的行动向量的第一个策略，向列参与人推荐第二个策略，
例如抽到了（避让，不避让），那么行参与人被推荐避让，列参与人被
推荐不避让．

需要注意的是，如果行参与人收到了避让的建议，那么他认为列参与
人收到了避让建议的概率应当是条件概率（其它分析同理）

1/3

1/3 + 1/3
= 1/2
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相关均衡引入：斗鸡博弈（Cont’d）

现在证明，两个参与人都无法从单方面偏离仲裁人的建议来获益．正
如前面分析的，如果行参与人收到了避让的建议，那么他认为列参与
人收到了避让和不避让的建议的概率都是 1/2

1 如果行参与人遵循建议，那么他的收益是 1/2× 6 + 1/2× 2 = 4

2 如果不遵循建议，那么他的收益是 1/2× 7 + 1/2× 0 = 3.5

因此，行参与人无法从单方面偏离仲裁人的建议来获益．同理，我们
可以验证行列参与人在任何推荐下都无法从单方面偏离仲裁人的建议
来获益．

因此这一推荐产生了一个均衡（接下来我们会定义），这一均衡下的期
望收益是

1/3(6, 6) + 1/3(2, 7) + 1/3(7, 2) = (5, 5)

这位于斗鸡博弈的三个纳什均衡收益的凸包之外（即不能被线性表示），
二者的期望收益之和大于三个纳什均衡的期望收益之和，因此对于参
与人而言，这一均衡是更好的．
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相关均衡的定义

令 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I)为一个策略型博弈，对于集合
S = S1 × · · · × Sn 上的每个概率分布 p，定义博弈 Γ∗(p)如下：

仲裁人根据概率分布 p在 S上选择一个策略向量
对每个参与人 i，仲裁人向参与人 i推荐 si，但不告知其他参与人
的推荐 s−i

参与人 i选择一个策略 s′i，并不一定是推荐的策略
参与人 i的收益是 ui(s′1, · · · , s′n)

当仲裁人推荐参与人 i选择 si时，参与人 i知道其他参与人的推荐是
s−i的概率为

pi(s−i | si) =
p(si, s−i)

p(si)
=

p(si, s−i)∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

相关均衡的定义（Cont’d）

要使得每个参与人接受仲裁人的推荐是一个均衡（即没有人会独自偏
离推荐的策略），显然要求为∑

s−i∈S−i

pi(s−i | si)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

pi(s−i | si)ui(s′i , s−i), ∀si, s′i ∈ Si

可以消去 pi(s−i | si)的分母部分，改写为∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s′i , s−i), ∀si, s′i ∈ Si

如果上式对任意的 i都满足，我们称满足上述条件的概率分布 p为博弈
Γ∗ 的一个相关均衡（correlated equilibrium）．

注意：相关均衡是一个概率分布，实际上可以认为是仲裁人的一
种推荐策略

在相关均衡下，参与人的策略选择不再是独立的，联合分布 p被
直接给出
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

相关均衡的性质

对于每个混合策略纳什均衡 σ∗ = (σ∗
1 , · · · , σ∗

n )，我们可以导出一个策
略向量集合上的概率分布 p∗σ：

p∗σ(s1, · · · , sn) =
n∏

i=1

σ∗
i (si)

在纳什均衡 σ∗ 下，给定其他参与人的策略向量 σ∗
−i，每个参与人以正

的概率选择的行动都是给他们带来最大收益的行动（无差异原则），则

ui(si, σ∗
−i) ⩾ ui(s′i , σ∗

−i), ∀si ∈ supp(σ∗
i ), ∀s′i ∈ Si

将这一表达式展开即可得到

定理

对于每个混合策略纳什均衡 σ∗，概率分布 pσ∗ 是一个相关均衡．

1 由此可见，相关均衡是混合策略纳什均衡的一个扩展
2 直观：纳什均衡本身就产生了一个大家不会偏离的推荐策略
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

粗糙相关均衡

粗糙相关均衡（coarse correlated equilibrium）是相关均衡的一个扩
展，此时参与人只知道自己被推荐策略的概率，而不知道自己被推荐
的具体策略，并且不偏离推荐：∑

s∈S
p(s)ui(s) ⩾

∑
s∈S

p(s)ui(s′i , s−i), ∀s′i ∈ Si

可通过相关均衡和粗糙相关均衡之间的关联加深理解：相关均衡为∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s′i , s−i), ∀si, s′i ∈ Si

两边对 si求和，得到∑
si∈Si

∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑
si∈Si

∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s′i , s−i), ∀s′i ∈ Si

整理后就是相关均衡，并且可以理解什么叫 “只知道自己被推荐策略的
概率，不知道自己被推荐的具体策略”的含义．
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

均衡之间的关系
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引言 博弈的基本概念 占优 纳什均衡 最大最小 混合策略 相关均衡

综合的例子

考虑有四个智能体的单元自私路由网络，网络很简单，有一个公共起
点 o，公共终点 d，边集 E = {0, 1, 2, 3, 4, 5}分别表示 6条平行的 o− d
边，每条边的代价函数为 c(x) = x．

1 纯策略纳什均衡：每个智能体选择不同的边，每人代价 1
2 混合策略纳什均衡：每个智能体以相同的概率选择其中一条边，
每人期望代价 3 / 2

3 相关均衡：一条边上有两个智能体且另外两条边上分别有一个智
能体的局势上的均匀分布，每人期望代价 3 / 2

4 粗糙相关均衡：和相关均衡类似，但智能体选边结果只能是
{0, 2, 4}或 {1, 3, 5}，那么在两个边集上的均匀分布就是一个粗糙
相关均衡，每人期望代价 3 / 2．注意这不是相关均衡，因为智能体
可以通过改变到旁边的边来降低代价到 1
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