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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

机器学习

机器学习（machine learning）利用算法，无需人工交互即可完成学习
学习：从输入的数据中通过算法的运行分析和解释数据，学习到
数据的模式及结构，从而做出更好的决策等
机器学习通常有如下类别：

监督学习、无监督学习、半监督学习、主动学习
强化学习、在线学习
深度学习
…
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在线算法

“在线”这个词我们并不陌生，在算法课程中我们已经接触过了在线算
法，其大致流程如下：1

在线算法中，输入是一个序列．在每个输入项进入算法之后，算
法需要输出一个决策，并且该决策是不可反悔的

目标是最大化或最小化目标函数，使用竞争比（competitive ratio）
来衡量算法的性能，即在线算法解与最优离线算法解的比值

例如在线装箱问题，paging问题等

1本次课程主要参考 UChicago CMSC 35401相关章节
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在线学习与在线算法

在线学习中的 “在线”含义类似，都是指在数据流到来的过程中，算法
需要实时地做出决策，但是 “学习”具有更深层次的含义

在线学习中我们可以逐步探索最优的反应是什么，而在线算法，
例如装箱问题，我们通常按照固定的装箱规则进行装箱

下面我们通过一个定价的例子领悟在线学习的含义

例

假设你要出售一份数据，你知道会有 N个人来购买你的数据，并且每
个人对数据的估值 v都完全一致，都在 [0, 1]中．买家是逐个到达的，
你需要提供一个价格 p，如果 v ⩾ p，买家就会购买你的数据，否则买
家会离开．你的目标是尽快地学习到 v的值，误差范围是 ε = 1/N．

一个最简单的方法：在出售前询问买家的估值，但是很可能出现欺骗
行为
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二分搜索

一个最 naive的方法就是二分搜索，我们最多需要 logN次的搜索来实
现这一精度．

如果的确遇到了最坏的情况，logN次搜索之后，我们可以设置到
价格 p ⩾ ṽ− 1/N，其中 ṽ是我们第 logN轮学习到的值．在这种情
况下，N轮之后，我们的总收益是

0︸︷︷︸
前 logN轮

+(N− logN)(v− 2/N)︸ ︷︷ ︸
后N−logN轮

≈ vN− v logN− 2

为了衡量二分搜索的性能，我们引入遗憾（regret）的概念

定义

遗憾是指我们的总收益与最优总收益之间的差值，即和在开始出售前
已经知道准确的 v的情况的差值．
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二分搜索的遗憾

我们可以计算出二分搜索的遗憾

遗憾 ≈ vN− (vN− v logN− 2) = v logN+ 2

这是最小的可能遗憾吗？

定理 (Kleinberg/Leighton, FOCS’03)
存在一个算法，使得其遗憾至多为 1 + 2 log logN．

为什么二分搜索还有改进的空间？

尽管这是我们在没有任何预知消息的情况下能搜索到 N的最快算
法，但当猜测的 pi > v时，我们一分钱也赚不到，因此二分搜索
在向上探索的时候可能过于激进

因此我们改进的算法需要在探索时更加保守！
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

改进的算法

1 在第 i阶段，我们保持有一个探索区间 [ai, bi]，其中
a1 = 0, b1 = 1，并设置 ∆1 = 1/2

2 为第 i个买家 i提供价格 pi = ai +∆i

3 如果 i接受价格 pi，则 ai+1 = pi, bi+1 = bi,∆i+1 = ∆i；

4 如果 i拒绝价格 pi，则 ai+1 = ai, bi+1 = pi,∆i+1 = (∆i)
2

5 当 bi − ai ⩽ 1/N时，此后价格均取 ai，不再改变
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

改进的算法分析

定理
改进的算法的遗憾至多为 1 + 2 log logN．

首先我们需要分析 bi − ai的特点，我们有如下结论：

引理 1
∆i = 2−2i−1

，并且当 ∆i+1 = (∆i)
2 时，bi+1 − ai+1 = ∆i =

√
∆i+1．

证明：第一个结论根据数学归纳法可以证明：
1 当 i = 1时，∆1 = 1/2 = 2−20

2 假设对于 i = k成立，即 ∆k = 2−2k−1

，则

∆k+1 = (∆k)
2 = 2−2k−1−2k−1

= 2−2k

第二个结论，当 ∆i+1 = (∆i)
2 时，根据算法直接得到

bi − ai = ∆i =
√
∆i+1．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

改进的算法分析（Cont’d）

1 在 bi − ai ⩽ 1/N后，总的遗憾最多为 1

2 因此重点在于分析达到这一步之前的遗憾
3 在达到这一步之前 ∆更新了多少次？

1 log logN：令 2−2i = 1/N，则 i = log logN
2 接下来就要证明每个∆i 内产生的遗憾是有限的

引理 2
任意的步长 ∆i内的遗憾至多为 2．

1 如果在 ∆i下直接被拒绝，遗憾为 1
2 如果发生出售，则最多出售

√
∆i/∆i次，因为 ∆i−1 =

√
∆i，如果

超出这个次数，那么 ∆i−1 在前面的步骤不会更新．因此出售过程
中的遗憾最多为 √

∆i

∆i
×
√

∆i = 1

综合引理 1和引理 2，我们可以得到改进算法的遗憾为 1 + 2 log logN．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

例子的评注

1 这个例子展现了在线学习中探索（exploration）和利用
（exploitation）的平衡

探索指的是我们想要学习到 v的值
但我们最终的目标是学到 v来最大化利润
推荐系统的例子

2 启示：二分搜索用了更快的探索路径，但是在探索的过程中可能
会有更大的遗憾

3 模型的拓展
如果同一个买家会重复出现呢？可能会扰乱局势？
如果不止出售一个物品呢？
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习的流程

刚刚的我们提供了一个在线学习的基本例子，下面我们可以总结一下
在线学习的基本流程
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习的应用

1 玉泉往返紫金港的交通方式
地铁？公交车？走路？出租
车？电动车？自行车？
人实际上就是在不断的在线
学习

2 强化学习与股票投资、广告拍
卖的投标

3 推荐系统
4 机器人
5 医疗诊断与治疗
6 …
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习基本模型

1 每个学习者在一个不确定的世界中，要做一个 T步的决策序列
2 在每一步 t = 1, 2, . . . , T中

1 学习者做出一个行动
2 这一行动可能带来代价（cost），也可能带来奖励（reward）
3 观察到世界的一些反馈（feedback）
4 最后根据行动结果和反馈来调整自己的行动

3 学习者的目标：最小化总代价 /最大化总收益

4 有两个重要的假定会影响模型的解法
1 代价 /奖励：是从固定的分布中产生的还是恶意对抗产生的
2 反馈：只能看到自己行动的结果，还是部分情况的结果，还是完全
的结果

本次课：代价是恶意生成的（有一个对手），反馈是完全的结果
（例如股票市场）
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习基本模型（Cont’d）

关于反馈是否是完全结果，我们有非常多的现实例子可以参考

1 反馈完全
1 股票市场

2 反馈不完全
1 多臂老虎机
2 在线广告位
3 推荐系统
4 治疗疾病
5 扑克牌游戏、市场竞争等不
完全信息博弈
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习形式化模型

在每一步 t = 1, 2, . . . , T中：
1 学习者选择一个行动集合 [n] = {1, · · · , n}上的概率分布 pt；
2 对手在已知 pt的情况下选择一个代价向量 ct ∈ [0, 1]n，即为每一个
行动选择一个代价；

3 学习者选择一个行动 it ∼ pt，并且观察到代价 ct(it)；
4 学习者学到整个 ct以调整未来的策略

注:
1 学习者的目标：选取一个策略序列 p1, p2, . . . , pT 使得总代价最小，

即最小化期望代价 Eit∼pt

[ T∑
t=1

ct(it)
]

2 对手（adversary）不一定非要存在，其实只是一个最差结果分析
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习算法的评价标准

接下来我们希望找到一个 “好的”在线学习算法，就像前面定价的例子
一样．我们的想法仍然是定义遗憾，但此时遗憾的定义不能太简单：

例

设行动集合为 {1, 2}，在每一轮 t，对手按如下步骤选择代价向量：假
设算法选择一个概率分布 pt，如果在此分布下选择行动 1的概率至少
为 1/2，那么 ct = (1, 0)，反之 ct = (0, 1)．在此情况下，在线算法期望
代价至少为 T/2，而在事先知晓代价向量的情况下，最优算法的期望代
价为 0．

这一例子表明，与最优离线算法比较可能出现线性级别的遗憾，因此
这一基准太强了．因此我们转而将遗憾定义为在线算法与最优固定行
动离线算法的代价之差．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习算法的评价标准（Cont’d）

定义 (遗憾)
固定代价向量 c1, c2, . . . , cT，决策序列 p1, p2, . . . , pT 的遗憾为

RT = Eit∼pt

[ T∑
t=1

ct(it)

]
−min

i∈[n]

T∑
t=1

ct(i)

即我们的遗憾被定义成了和最优的固定行动的代价之差，这样的定义
相对而言更加合理

在前面的例子中，固定策略序列（全选 0或 1）的遗憾不再是简单
的 0
这一遗憾又称为 “外部遗憾”，还有其它的遗憾（如交换遗憾）在
后面介绍

平均遗憾：RT/T，若 T → ∞，RT/T → 0，则称算法是无憾
（no-regret）的；等价的即 RT 关于 T是次线性的
这一定义的合理性在于，有自然的算法实现无憾，但无憾的实现
也不是平凡的
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

跟风算法

接下来我们的目标就是设计一个无憾的在线学习算法．我们首先介绍
一个最简单的在线学习算法：跟风算法（Follow-The-Leader, FTL）．

定义 (跟风算法)

跟风算法指在每一个时间点 t，选择最小累积代价
t−1∑
s=1

cs(i)的行动 i．

下面这一含有两个行动 {1, 2}的例子表明，跟风算法不是无憾的：

FTL会持续选择代价为 1的行动，总代价为 T，而最优固定行动算
法的代价为 T/2，平均遗憾为 1/2，故不是无憾算法
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

随机化是无憾的必要条件

事实上，任意的确定性算法都会有线性级别的遗憾：
n− 1

n
T，其中 n是

可能行动的个数．
1 对手是知道我们的算法的，因此如果采用确定性算法，对手可以
直接推断出我们每一步的选择，从而设置我们选择的行为有代价
1，其余行为代价为 0

2 这样学习者的总代价为 T，而最优固定行动算法的总代价最高为
T/n（因为有 n种可能的行动）

3 如果采用随机策略，则对手只能推断出我们的概率分布 pt，而不能
推断出我们的具体行动 it ∼ pt，因此对手无法完美利用我们的算法

因此我们需要引入随机化来避免对手的推断，下面我们从一个简单的
例子入手，引出我们的第一个无憾算法：乘性权重算法．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

一个简单的例子

考虑一个简化的在线学习场景，每个行动的代价之可能为 0或 1，并且
存在一个完美的行动，其代价永远为 0（但学习者一开始不知道哪个是
完美行动），是否存在次线性遗憾的算法？

观察：只要一个行动出现了非零代价，那我们就可以永远排除它，
但我们并不知道剩余的行动中哪个是最好的

因此我们的算法如下：对于每一步 t = 1, 2, . . . , T，我们记录有截
至目前从没出现过代价 1的行动，然后在这些行动中根据均匀分
布随机选择一个行动

吴一航 Jul. 9 2024 在线学习与数据定价 20 / 50



引言 基本概念 MWU 交换遗憾

一个简单的例子

考虑一个简化的在线学习场景，每个行动的代价之可能为 0或 1，并且
存在一个完美的行动，其代价永远为 0（但学习者一开始不知道哪个是
完美行动），是否存在次线性遗憾的算法？

观察：只要一个行动出现了非零代价，那我们就可以永远排除它，
但我们并不知道剩余的行动中哪个是最好的

因此我们的算法如下：对于每一步 t = 1, 2, . . . , T，我们记录有截
至目前从没出现过代价 1的行动，然后在这些行动中根据均匀分
布随机选择一个行动

吴一航 Jul. 9 2024 在线学习与数据定价 20 / 50



引言 基本概念 MWU 交换遗憾

一个简单的例子

考虑一个简化的在线学习场景，每个行动的代价之可能为 0或 1，并且
存在一个完美的行动，其代价永远为 0（但学习者一开始不知道哪个是
完美行动），是否存在次线性遗憾的算法？

观察：只要一个行动出现了非零代价，那我们就可以永远排除它，
但我们并不知道剩余的行动中哪个是最好的

因此我们的算法如下：对于每一步 t = 1, 2, . . . , T，我们记录有截
至目前从没出现过代价 1的行动，然后在这些行动中根据均匀分
布随机选择一个行动

吴一航 Jul. 9 2024 在线学习与数据定价 20 / 50



引言 基本概念 MWU 交换遗憾

算法分析

任一轮 t，令 Sgood = {i ∈ [n] |行动 i从未出现过代价 1}，k = |Sgood|
因此每个 i ∈ Sgood在下一轮被选中的概率为 1/k，而每个 i /∈ Sgood
的概率为 0

对于任意的 ε ∈ (0, 1)，下面两种情况之一一定会发生：
1 Sgood 中至多 εk个行动有代价 1，此时这一阶段的期望代价至多为

ε

2 Sgood 中至少 εk个行动有代价 1，每次出现这一情况时，下一步就

可以排除掉至少 εk个行动，因此这种情况最多出现 log1−ε

1

n
次

因此总的遗憾至多为

RT = T× ε+ log1−ε

1

n
× 1 = Tε+

ln n
−ln (1− ε)

⩽ Tε+
ln n
ε

最后的不等号来源于 −ln (1− ε) ⩾ ε(0 < ε < 1)．显然当 ε =

√
ln n
T

时，RT ⩽ 2
√
T ln n，即次线性遗憾．
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最后的不等号来源于 −ln (1− ε) ⩾ ε(0 < ε < 1)．显然当 ε =

√
ln n
T

时，RT ⩽ 2
√
T ln n，即次线性遗憾．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

算法分析
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

更一般的情况

我们可以将之前的算法描述得更加形式化：

在更一般的情况下，代价可以是 [0, 1]中的任意值，并且不一定存在完
美策略，因此我们需要对算法进行修改：

第一处修改扩展了代价的范围，第二处修改使得权重更保守，否则不
存在完美策略时所有行动的权重全部归零
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU算法

上图中给出的算法就是乘性权重（Multiplicative Weights Update,
MWU）算法．算法的直观是，根据每个行动在之前阶段的表现来决定
下一阶段的权重，即表现好的行动权重增加，表现差的行动权重减少．

那么，乘性权重算法是否是无憾的呢？

定理

乘性权重算法在之前的问题设定下的遗憾至多为 O(
√
T ln n)．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU算法分析

在证明这一定理之前，我们先简要说明这一上界是紧的，我们分别考
虑 ln n和

√
T的存在必然性：

1 ln n：考虑 T ≈ ln (n− 1)构造如下代价序列：
1 t = 1时，随机选择一半的行动有代价 1，其余行动有代价 0
2 t = 2, 3, · · · , T时，从剩余的完美行动中随机选择一半的行动有代价

1，其余行动有代价 0
因为 T < ln n，因此最终至少有一个行动是完美的，但是任意算法
每一轮都要付出期望 1/2的代价，因此总代价为 T/2．注意这一代
价甚至符合固定分布，恶意的对手则可能带来更坏的结果

2
√
T：假设有两个行动，对手独立随机选择代价向量为 (1, 0)或

(0, 1)，故每一步的期望代价 1/2，累积 T/2，而离线下最优固定行
动的期望累积代价仅为 T/2− b

√
T，其中 b是与 T独立的常数，这

是因为二项分布 B(T, 1/2)的标准差为
√
T/2
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU算法分析（Cont’d）

定理

乘性权重算法在之前的问题设定下的遗憾至多为 O(
√
T ln n)．

接下来我们开始证明这一结论．首先我们需要一些观察，将期望代价
与权重的下降关联起来：

第 t轮的期望代价为：Ct =
n∑

i=1
pt(i)ct(i) =

n∑
i=1

wt(i)ct(i)

Wt

事实上这正比于总权重的下降，即
n∑

i=1
εwt(i)ct(i) = εWtCt

因此我们的证明思想是：分析总权重下降的速度
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU算法分析（Cont’d）

引理 1

Wt+1 ⩽ Wt · e−εCt，其中 Wt =
n∑

i=1
wt(i)是第 t轮的总权重，Ct是第 t轮

的期望代价．

证明：直接根据权重更新法则即可证明：

Wt+1 =
n∑

i=1

wt+1(i) =
n∑

i=1

wt(i) · (1− εct(i))

= Wt − ε
n∑

i=1

wt(i)ct(i) = Wt − εWtCt = Wt(1− εCt)

⩽ Wt · e−εCt
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU算法分析（Cont’d）

引理 1

Wt+1 ⩽ Wt · e−εCt，其中 Wt =
n∑

i=1
wt(i)是第 t轮的总权重，Ct是第 t轮

的期望代价．

推论 1

WT+1 ⩽ ne
−ε

T∑
t=1

Ct
．

证明：不断应用引理 1，我们有

WT+1 ⩽ WT · e−εCT ⩽ WT−1 · e−ε(CT−1+CT) ⩽ · · ·

⩽ W1 · e
−ε

T∑
t=1

Ct
= ne

−ε
T∑

t=1
Ct
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU算法分析（Cont’d）

引理 2

对于任意的行动 i，都有 WT+1 ⩾ e−Tε2 · e
−ε

T∑
t=1

ct(i)
．

证明：这一步的放缩比较激进，但非常有效：

WT+1 ⩾ wT+1(i) = w1(i) ·
T∏

t=1

(1− εct(i))

⩾
T∏

t=1

e−εct(i)−ε2c2t (i)

⩾ e−Tε2 · e
−ε

T∑
t=1

ct(i)

其中第二行的不等号使用了 1− δ ⩾ e−δ−δ2，第三行直接将 c2t (i)项放
大成 1
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU算法分析（Cont’d）

推论 1和引理 2

WT+1 ⩽ ne
−ε

T∑
t=1

Ct

对于任意的行动 i，都有 WT+1 ⩾ e−Tε2 · e
−ε

T∑
t=1

ct(i)

综合推论 1和引理 2，我们有 e−Tε2 · e
−ε

T∑
t=1

ct(i) ⩽ ne
−ε

T∑
t=1

Ct
，这等价于

−Tε2 − ε

T∑
t=1

ct(i) ⩽ ln n− ε

T∑
t=1

Ct

重新整理有
T∑

t=1
Ct −

T∑
t=1

ct(i) ⩽
ln n
ε

+ Tε．取 ε =

√
ln n
T
，我们有

T∑
t=1

Ct −min
i

T∑
t=1

ct(i) ⩽ 2
√
T ln n，即遗憾至多为 O(

√
T ln n)．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU的评注

如果我们使用 wt+1(i) = wt(i) · e−εct(i)，因为 e−ε ≈ 1− ε，因此也
是可以进行类似的分析的；
MWU算法的应用非常广泛

接下来我们会看到在定价中的应用
无憾动力学与零和博弈均衡
无憾动力学与粗糙相关均衡
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU在数据定价中的应用

2
2Agarwal, A., Dahleh, M.A., & Sarkar, T. (2018). A Marketplace for Data: An Algorithmic

Solution. Proceedings of the 2019 ACM Conference on Economics and Computation.
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU在数据定价中的应用（Cont’d）

市场整体运行流程：
1 数据市场设置此次交易的数据价格；
2 买家到达数据市场，提出模型训练需求，同时提供投标
3 数据卖家提供模型训练的数据，根据买家的投标和数据的市场价
格向训练出的模型添加噪声

4 市场决定向买家收取的费用，同时将费用公平分配给数据卖家

解决方案：
1 买家报价：训练中添加噪声符合迈尔森支付公式，因此买家的报
价满足诚实性

2 公平分配：Shapley value
3 价格设置：最大化数据利润，即最小化遗憾，使用MWU算法
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

迈尔森引理

为了描述机器学习模型市场中诚实报价机制，我们需要首先证明迈尔
森引理，因为这一机制完全是迈尔森引理的推论．回忆上一次中的单
参数环境：收集所有智能体的出价 b = (b1, · · · , bn)，物品分配规则
x(b)，支付规则 p(b)，则迈尔森引理如下：

定理 (迈尔森引理)
在单参数环境下，上述机制是 DSIC的当且仅当

x是单调的，即 xi(b)是 bi的单调不减函数（报价越高，获得物品
的概率越高）；

pi(b) = bi · xi(b)−
∫ bi
0
xi(b)dbi
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

迈尔森引理的证明

定理 (迈尔森引理)
在单参数环境下，上述机制是 DSIC的当且仅当

x是单调的，即 xi(b)是 bi的单调不减函数（报价越高，获得物品
的概率越高）；

pi(b) = bi · xi(b)−
∫ bi
0
xi(b)dbi

定理 “当”的部分直接验证即可，没有困难；难点在于如何导出这一具
体的机制：我们需要用到一个很聪明的交换技巧．假设机制 (x, p是
DSIC的，有两个任意的变量 0 ⩽ y < z．一种可能的情况是，智能体 i
的估值是 z，提交报价是 y，此时 DSIC要求

z · x(z)− p(z) ⩾ z · x(y)− p(y)

另一种情况是，智能体 i的估值是 y，提交报价是 z，此时要求

y · x(y)− p(y) ⩾ y · x(z)− p(z)
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

迈尔森引理的证明（Cont’d）

上述两式移项、组合后可以得到

z · (x(y)− x(z)) ⩽ p(y)− p(z) ⩽ y · (x(y)− x(z))

实际上由这一不等式的左右两端已经可以看出，支付规则必须是单调
的．然后我们可以对三项分别除以 y− z，然后另 y → z可得

y · x′(y) = p′(y)

两边对 y积分可得 ∫ bi

0

p′(y)dy =
∫ bi

0

yx′(y)dy

展开即可得到迈尔森引理．
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

迈尔森引理与机器学习模型定价

我们能从迈尔森引理中得到什么有关模型定价的启示吗？

模型的分配 x如何随着报价的升高而增加？如果我们将分配值视
为模型学习准确率，那么报价越高，我们往模型中添加的噪声越
小，通过这样的方式可以实现单调的分配函数

然后支付函数仍然是 pi(b) = bi · xi(b)−
∫ bi
0
xi(b)dbi，这样可以实现

诚实报价占优
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

在线学习与重复博弈

重复博弈：同一个博弈重复进行很多轮，例如多局的石头剪刀布
在现实中，我们的确像在线学习一样进行重复博弈

我们尝试分析对手以往的行为，以便预测对手的下一步行为，当然
可能对手行为是有概率分布的
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

重复零和博弈与无憾参与者

我们首先研究重复零和博弈，每个参与者都希望无憾，基本设定如下：
1 假设零和博弈的收益矩阵是 U ∈ Rm×n

2 行参与者最大化收益矩阵的值，列参与者最小化收益矩阵的值
3 博弈重复 T轮，每轮参与者使用一个在线学习算法选择混合策略

从行参与者的视角看，以下事件依次发生：
1 选择一个策略集 [m]上的混合策略 xt
2 对手选择一个策略集 [n]上的混合策略 yt

3 选择行动 it ∼ xt，收益 U(it, yt) =
n∑

i=1
yt(j)U(it, j)

4 行参与者学习到 yt以调整未来的策略

列参与人：对称地，只是将 U(i, j)作为其代价而非收益
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

重复零和博弈与无憾参与者（Cont’d）

与在线学习的区别：收益或代价并不是任意给定的，而是根据对手的
选择得到的

行参与人的期望收益（列参与人的期望代价）为
T∑

i=1
U(xt, yt)

回忆：U(xt, yt) =
m∑

i=1

n∑
j=1

xt(i)yt(j)U(i, j) = (xt)TUyt

行参与者的遗憾：max
i∈[m]

T∑
t=1

U(i, yt)−
T∑

t=1
U(xt, yt)

列参与者的遗憾：
T∑

t=1
U(xt, yt)−min

j∈[n]

T∑
t=1

U(xt, j)
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

从无憾算法到最小最大定理

接下来我们利用无憾算法存在性（MWU）来证明最小最大定理：假设
行列参与人都使用无憾在线算法，对于行参与者，我们有

Rrow
T = max

i∈[m]

T∑
t=1

U(i, yt)−
T∑

t=1

U(xt, yt)

这等价于
1

T

T∑
t=1

U(xt, yt) +
Rrow
T
T

=
1

T
max
i∈[m]

T∑
t=1

U(i, yt)

而我们知道

1

T
max
i∈[m]

T∑
t=1

U(i, yt) = max
i∈[m]

U

(
i,
1

T

T∑
t=1

yt

)
⩾ min

y∈∆([n])
max
i∈[m]

U(i, y)
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T
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T
max
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U(i, yt)

而我们知道

1

T
max
i∈[m]

T∑
t=1

U(i, yt) = max
i∈[m]

U

(
i,
1

T

T∑
t=1

yt

)
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y∈∆([n])
max
i∈[m]

U(i, y)
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

从无憾算法到最小最大定理（Cont’d）

因此，对于行参与者，我们有

1

T

T∑
t=1

U(xt, yt) +
Rrow
T
T

⩾ min
y∈∆([n])

max
i∈[m]

U(i, y)

同理，对于列参与者，我们可以得到

1

T

T∑
t=1

U(xt, yt)−
Rcol
T
T

⩽ max
x∈∆([m])

min
j∈[n]

U(x, j)

令 T → ∞，无遗憾算法保证 Rrow
T
T

→ 0和
Rcol
T
T

→ 0，因此有

min
y∈∆([n])

max
i∈[m]

U(i, y) ⩽ max
x∈∆([m])

min
j∈[n]

U(x, j)

另一半不等号此前我们已经证明，综合即可得到最小最大定理
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

收敛于纳什均衡

定理

假设行列参与人都使用无憾算法，使用策略序列 {xt}Tt=1 和 {yt}Tt=1，则
1

T
T∑

t=1
U(xt, yt)收敛于博弈的值，

(
1

T
T∑

t=1
xt,

1

T
T∑

t=1
yt
)
收敛于纳什均衡．

证明：根据

1

T

T∑
t=1

U(xt, yt) +
Rrow
T
T

= max
i∈[m]

U

(
i,
1

T

T∑
t=1

yt

)
⩾ min

y∈∆([n])
max
i∈[m]

U(i, y)

当 T → ∞时，不等号变成等于号，因此 1

T
T∑

t=1
U(xt, yt)收敛于博弈的值，

并且
1

T
T∑

t=1
yt就是最小最大值对应的 y，同理

1

T
T∑

t=1
xt就是最大最小值对

应的 x，因此收敛于纳什均衡（回忆零和博弈纳什均衡的等价性）．

应用：德州扑克战胜人类的算法设计，但要注意提升算法的收敛速率
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU与粗糙相关均衡

粗糙相关均衡（coarse correlated equilibrium）是相关均衡的一个扩
展，此时参与人只知道自己被推荐策略的概率，而不知道自己被推荐
的具体策略，并且不偏离推荐：∑

s∈S

ui(s)pi(s) ⩾
∑
s∈S

ui(s′, s−i)pi(s), ∀s′i ∈ Si

同样地，博弈重复 T轮，每轮参与者使用一个在线学习算法选择混合
策略．从参与人 i的角度来看，以下事件在第 t轮依次发生：

1 选择策略集 Si上的混合策略 σt
i ∈ ∆(Si)

2 其它参与人 j ̸= i选择混合策略 σt
j ∈ ∆(Sj)

3 参与人 i得到期望效用 ui(σt
i , σ

t
−i) = Es∼σt [ui(s)]

4 参与人 i学习到 σt
−i以调整未来的策略
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU与粗糙相关均衡（Cont’d）

在这一设定下，每个参与人 i的遗憾值为

Ri
T = max

si∈Si

T∑
t=1

ui(si, σt
−i)−

T∑
t=1

ui(σt
i , σ

t
−i)

定理

假设每个参与人 i使用无憾算法得到决策序列 {σt
i}Tt=1，则下面的推荐

策略 πT 收敛于粗糙相关均衡：πT(s) =
1

T
T∑

t=1

n∏
i=1

σt
i(si), ∀s ∈ S．

事实上 πT(s)就是纯策略策略向量 s在 T轮中被选择的平均概率
这一定理也给出了计算粗糙相关均衡的非常简单的方法
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU与粗糙相关均衡（Cont’d）

定理

假设每个参与人 i使用无憾算法得到决策序列 {σt
i}Tt=1，则下面的推荐

策略 πT 收敛于粗糙相关均衡：πT(s) =
1

T
T∑

t=1

n∏
i=1

σt
i(si), ∀s ∈ S．

证明：在 πT 下，参与人 i的期望效用为

∑
s∈S

πT(s)ui(s) =
∑
s∈S

[
1

T

T∑
t=1

n∏
i=1

σt
i(si)

]
ui(s)

=
1

T

T∑
t=1

∑
s∈S

n∏
i=1

σt
i(si)ui(s)

=
1

T

T∑
t=1

ui(σt
i , σ

t
−i)
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

MWU与粗糙相关均衡（Cont’d）

定理

假设每个参与人 i使用无憾算法得到决策序列 {σt
i}Tt=1，则下面的推荐

策略 πT 收敛于粗糙相关均衡：πT(s) =
1

T
T∑

t=1

n∏
i=1

σt
i(si), ∀s ∈ S．

证明（续）：根据无憾算法可知，对于任意的参与人 i，有

lim
T→∞

Ri
T
T

= lim
T→∞

(
1

T
max
si∈Si

T∑
t=1

ui(si, σt
−i)−

1

T

T∑
t=1

ui(σt
i , σ

t
−i)

)
= 0

因此我们可以推出

1

T

T∑
t=1

ui(σt
i , σ

t
−i) ⩾

1

T

T∑
t=1

ui(si, σt
−i), ∀si ∈ Si

这就表明 πT 的确收敛于粗糙相关均衡
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

从外部遗憾到交换遗憾

我们可以进一步考察（外部）遗憾：

RT = Eit∼pt

[ T∑
t=1

ct(it)

]
−min

j∈[n]

T∑
t=1

ct(j)

=

T∑
t=1

n∑
i=1

ct(i)pt(i)−min
j∈[n]

T∑
t=1

ct(j)

= max
j∈[n]

[ T∑
t=1

n∑
i=1

ct(i)pt(i)−
T∑

t=1

ct(j)

]

= max
j∈[n]

T∑
t=1

n∑
i=1

[ct(i)− ct(j)]pt(i)

最后的括号表明了外部遗憾的本质：我们可以把所有的行动都交换到
一个固定的行动 j，从而获得更低的遗憾
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

从外部遗憾到交换遗憾（Cont’d）

我们将多对一的交换拓展到多对多的交换，就可以得到交换遗憾
（swap regret）的概念：

定义

对于一个多轮的博弈，我们定义交换遗憾为

swRT = max
π∈Π

T∑
t=1

n∑
i=1

[ct(i)− ct(π(i))]pt(i)

其中 Π是所有的 [n]到 [n]的映射（不一定是双射）

1 外部遗憾是交换遗憾的特例，即取了所有映射值唯一的情况
2 一共有 nn种交换映射
3 注意交换后也不一定是全局最优的行动序列，因为每一步的交换
函数都是固定的
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

交换遗憾的性质

定理
1 对于任意的在线学习算法，有 RT ⩽ swRT

2 对于任意的策略序列 p1, · · · , pT，最优的交换函数 π∗ 满足对任意
的 i ∈ [n]，有

π∗(i) = argmax
j∈[n]

T∑
t=1

[ct(i)− ct(j)]pt(i)

1 外部遗憾是交换遗憾的特例，因此结论显然成立
2 因为每个 i都是独立的，因此各自做最优选择即可
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引言 基本概念 MWU 交换遗憾

交换遗憾与相关均衡

定理

假设每个参与人 i使用无交换遗憾算法得到决策序列 {σt
i}Tt=1，则下面

的推荐策略 πT 收敛于相关均衡：πT(s) =
1

T
T∑

t=1

n∏
i=1

σt
i(si), ∀s ∈ S．

事实上这个推荐序列和粗糙相关均衡的推荐序列是一样的，因此
关键在于无交换遗憾是一个更强的性质，因此能收敛到一个更强
的均衡，具体证明留作习题

回忆之前的一道作业题

但无交换遗憾算法是否存在呢？

定理

一个具有外部遗憾 R的在线学习算法可以被转化为一个具有交换遗憾
nR的在线学习算法，其中 n是参与人策略数目．

感兴趣的同学可以参考《算法博弈论二十讲》第 18讲．
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定理

假设每个参与人 i使用无交换遗憾算法得到决策序列 {σt
i}Tt=1，则下面

的推荐策略 πT 收敛于相关均衡：πT(s) =
1

T
T∑

t=1

n∏
i=1

σt
i(si), ∀s ∈ S．

事实上这个推荐序列和粗糙相关均衡的推荐序列是一样的，因此
关键在于无交换遗憾是一个更强的性质，因此能收敛到一个更强
的均衡，具体证明留作习题
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一个具有外部遗憾 R的在线学习算法可以被转化为一个具有交换遗憾
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