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一般的机器学习任务 随机多臂老虎机
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一般的机器学习任务 随机多臂老虎机

以上都是基于模式识别的学习问题（recognition-based learning problems）；

• 学习环境通常是给定的：输入图片/语言…输出标签；

• 通常使用监督学习：学习特征到标签的映射。

本讲介绍的是基于决策的学习问题（decision-based learning problems）；

• 学习环境通常是动态的；

• 通过决策过程中获得的奖励/代价学习到最优决策（AlphaGo）；

• 强化学习（reinforcement learning）；

• 多臂老虎机：无状态转移的强化学习。
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多臂老虎机问题：引入 随机多臂老虎机

一个赌鬼要玩多臂老虎机，摆在他面前有 𝐾 个臂（Arms）或动作选择
（Actions），每一轮游戏中，他要选择拉动一个臂并会获得一个随机奖励
（reward）（这一随机奖励来源于一个赌场设定好的分布，但赌鬼一开始
不知道这一分布）。如果总共玩 𝑇  轮，他该如何最大化奖励？
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（reward）（这一随机奖励来源于一个赌场设定好的分布，但赌鬼一开始
不知道这一分布）。如果总共玩 𝑇  轮，他该如何最大化奖励？

其它场景：新闻网站（推荐系统）、动态定价、投资组合……

问题的本质：权衡探索（explore）和利用（exploit）
• 例如新闻网站的推荐，可以先尝试几次随机推荐探索用户的喜好，然后
利用这几次尝试学习到的结果做出比较准确的推荐。
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基本概念 随机多臂老虎机

例子 动作 奖励
投资组合 选择一个股票买入 股票的涨跌
动态定价 选择一个价格交易 商品销售的收益
新闻网站 展示一则新闻 是否被用户点击
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基本概念 随机多臂老虎机

例子 动作 奖励
投资组合 选择一个股票买入 股票的涨跌
动态定价 选择一个价格交易 商品销售的收益
新闻网站 展示一则新闻 是否被用户点击

根据反馈类型分类：
• 完全反馈（full feedback）：能看见所有臂的奖励，例如投资组合中所有
股票的涨跌；

• 部分反馈（partial feedback）：能看见部分臂的奖励，例如动态定价中任
何更低（高）价格都被接受（拒绝）；

• 老虎机反馈（bandit feedback）：只能看见选择的臂的奖励，例如新闻网
站上该新闻是否被用户点击。
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• 部分反馈（partial feedback）：能看见部分臂的奖励，例如动态定价中任
何更低（高）价格都被接受（拒绝）；

• 老虎机反馈（bandit feedback）：只能看见选择的臂的奖励，例如新闻网
站上该新闻是否被用户点击。

根据奖励类型分类：
• 随机奖励/IID奖励：玩家或者的奖励随机取自一个未知概率分布
• 对抗性奖励：奖励可以任意，能由一个“对手”有针对性的选择
• ……
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随机多臂老虎机问题模型 随机多臂老虎机

在每一步 𝑡 = 1, 2, …, 𝑇  中：
1. 玩家选择一个臂 𝑎𝑡 ∈ 𝐴 = {𝑎1, …, 𝑎𝐾}；
2. 玩家获得该臂对应的随机奖励 𝑟𝑡 ∼ 𝑅(𝑎𝑡)（𝑟𝑡 ∈ [0, 1]）；
3. 玩家依据过往轮次的奖励情况调整选择策略，实现奖励最大。

说明：
• 奖励分布的均值记为 𝜇(𝑎𝑘) = 𝔼[𝑅(𝑎𝑘)]，𝑘 ∈ [𝐾]；
• 最优臂𝑎∗的奖励均值 𝜇∗ = max𝑎∈𝐴 𝜇(𝑎)；
• 奖励均值差异 Δ(𝑎) = 𝜇∗ − 𝜇(𝑎)。
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遗憾分析 随机多臂老虎机
我们需要设计 MAB 算法实现最大化奖励，实际上就是找最优臂。那么，
分析MAB算法的性能就是在分析算法能否找到最优臂。我们用遗憾
（regret）来度量实际选择和最优选择的差异。
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分析MAB算法的性能就是在分析算法能否找到最优臂。我们用遗憾
（regret）来度量实际选择和最优选择的差异。

定义
1. 伪遗憾（pseudo-regret）：

𝑅(𝑇 ) = ∑
𝑇

𝑡=1
(𝜇∗ − 𝜇(𝑎𝑡)) = 𝜇∗ ⋅ 𝑇 − ∑

𝑇

𝑡=1
𝜇(𝑎𝑡);

2. 期望遗憾（expected regret）：𝔼[𝑅(𝑇 )]。

即伪遗憾就是选择最优臂的期望收益减去实际收益，期望遗憾是伪遗憾的
期望（玩家策略可能存在随机性，因此 𝜇(𝑎𝑡) 可能是随机变量）。显然，
最大化奖励的目标可以等价为最小化遗憾的目标。
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即伪遗憾就是选择最优臂的期望收益减去实际收益，期望遗憾是伪遗憾的
期望（玩家策略可能存在随机性，因此 𝜇(𝑎𝑡) 可能是随机变量）。显然，
最大化奖励的目标可以等价为最小化遗憾的目标。

在MAB问题中，我们常常关注算法遗憾界（regret bound）。一个好的
遗憾界是次线性的（sub-linear），这意味着算法能逐渐学到最优臂，即

regret bound
𝑇

→ 0, 𝑇 → ∞.
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Hoeffding 不等式 随机多臂老虎机

Hoeffding 不等式
假设 𝑋1, 𝑋2, …, 𝑋𝑛 是 [0, 1] 上的独立随机变量，样本均值为 𝑋𝑛 =
1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖，𝜇 = 𝔼[𝑋𝑛]。对于任意 𝜀 > 0 有：

ℙ(|𝜇 − 𝑋𝑛| ⩾ 𝜀) ⩽ 2 exp(−2𝑛𝜀2).

该不等式属于集中不等式（concentration inequalities），直观上来说
ℙ(|𝜇 − 𝑋𝑛| ⩽ small) ⩾ 1 − small，即样本均值与实际均值的差距很小的
概率是很大的，并且随机变量个数越多（𝑁  越大）差距大的概率越小。
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ℙ(|𝜇 − 𝑋𝑛| ⩾ 𝜀) ⩽ 2 exp(−2𝑛𝜀2).

该不等式属于集中不等式（concentration inequalities），直观上来说
ℙ(|𝜇 − 𝑋𝑛| ⩽ small) ⩾ 1 − small，即样本均值与实际均值的差距很小的
概率是很大的，并且随机变量个数越多（𝑁  越大）差距大的概率越小。

与多臂老虎机问题的关联：将 𝑋1, …, 𝑋𝑛 视为选择一个臂 𝑛 次得到的 𝑛 个
奖励，这一不等式表明，当 𝑛 很大时，采样出的奖励均值和臂的真实均
值是非常接近的。
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Hoeffding 不等式 随机多臂老虎机

称 [𝜇 − 𝜀, 𝜇 + 𝜀] 是置信区间（confidence interval），𝜀 是置信半径
（confidence radius）。

若令 𝜀 = √𝛼 log 𝑇
𝑛 ，则有

ℙ(|𝜇 − 𝑋𝑛| ⩾ 𝜀) = ℙ(|𝜇 − 𝑋𝑛| ⩾ √𝛼 log 𝑇
𝑛

) ⩽ 2𝑇 −2𝛼, ∀𝛼 > 0,

在接下来的讨论中一般取 𝛼 = 2。
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贪心算法 随机多臂老虎机

为了找到那个最好的臂，一个朴素的解决思路是，将所有臂都尝试一遍，
然后选择表现最好的臂，并在后续的时间步中保持这种选择。贪心算法就
是这么一种算法，它采用“完全偏向利用”的策略，其基本逻辑是：始终选
择当前估计奖励最高的臂，并利用历史经验更新对每个臂的奖励估计值。

注意 𝑁𝑡(𝑎) 的含义是第 𝑡 轮前 𝑎 被选过的次数，

𝑄𝑡+1(𝑎) = 𝑄𝑡(𝑎) + 𝑟𝑡 − 𝑄𝑡(𝑎)
𝑁𝑡+1(𝑎)

则是在更新 𝑎 的平均奖励。第 𝑡 论未被选中的臂对应的 𝑁  和 𝑄 值不变。
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贪心算法的遗憾分析 随机多臂老虎机

定理

贪心算法的遗憾界为 𝑂(𝑇 2
3 (𝐾 log 𝑇 )1

3 )。

首先考虑 𝐾 = 2 的情况，即只有两个臂。遗憾产生当且仅当选择了次优
臂𝑎 ≠ 𝑎∗。显然，探索阶段的遗憾为

𝑅(exploration) ⩽ 𝑁

对于利用阶段，分为两种情况考虑（通常的分析套路）：

1. 事件𝐸：所有臂 𝑎 均满足 |𝜇(𝑎) − 𝑄(𝑎)| ⩽ √2 log 𝑇
𝑁 ，即两个臂的采样期

望奖励 𝑄(𝑎) 与真实期望 𝜇(𝑎) 间差距都不大的情况；

2. 事件 𝐸：事件 𝐸 的补集。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 06: 多臂老虎机算法基础与应用 11 / 44

yhwu_is@zju.edu.cn


贪心算法的遗憾分析 随机多臂老虎机

则有：

𝔼[𝑅(exploitation)]

⩽ 𝔼[𝑅(exploitation) | 𝐸] × ℙ(𝐸) + 𝔼[𝑅(exploitation) | 𝐸] × ℙ(𝐸)

⩽ 𝔼[𝑅(exploitation) | 𝐸] + 𝑇 × 𝑂( 1
𝑇 4 ).

其中 𝑂( 1
𝑇 4 ) 来源于

ℙ(|𝜇(𝑎) − 𝑄(𝑎)| ⩽ √2 log 𝑇
𝑁

) ⩾ 1 − 2𝑇 −4,

由此可以看出，如上拆分成两个事件的目标是说明大概率发生的事件遗憾
小，遗憾大的事件发生概率小，综合二者可以证明遗憾是比较小的。
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贪心算法的遗憾分析 随机多臂老虎机

记 rad = √2 log 𝑇
𝑁 ，在事件 𝐸 下产生遗憾时，有

𝜇(𝑎) + rad ⩾ 𝑄(𝑎) > 𝑄(𝑎∗) ⩾ 𝜇(𝑎∗) − rad.

其中首尾两个 ⩾ 来源于 𝐸 的定义，中间的 > 来源于此时产生了遗憾，即
最好的臂的采样期望比次优的臂小。整理得 𝜇(𝑎∗) − 𝜇(𝑎) ⩽ 2 rad。那么

𝔼[𝑅(exploitation)]

⩽ 𝔼[𝑅(exploitation) | 𝐸] + 𝑇 × 𝑂( 1
𝑇 4 )

⩽ (𝑇 − 2𝑁) ⋅ 2 rad + 𝑂( 1
𝑇 3 ).

综合探索和利用的遗憾可得 𝔼[𝑅(𝑇 )] ⩽ 𝑁 + 2 rad𝑇 + 𝑂( 1
𝑇 3 )。若令 𝑁 =

𝑇 2
3 (log 𝑇 )1

3，则有 𝔼[𝑅(𝑇 )] ⩽ 𝑂(𝑇 2
3 (log 𝑇 )1

3 )。
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贪心算法的遗憾分析 随机多臂老虎机

下面考虑 𝐾 > 2 的情况，探索阶段的遗憾为

𝑅(exploration) ⩽ 𝑁(𝐾 − 1).

利用阶段的遗憾为

𝔼[𝑅(exploitation)]

⩽ 𝔼[𝑅(exploitation) | 𝐸] × ℙ(𝐸) + 𝔼[𝑅(exploitation) | 𝐸] × ℙ(𝐸)

⩽ (𝑇 − 𝑁𝐾) ⋅ 2 rad + 𝑂( 1
𝑇 3 ).

综合探索和利用的遗憾可得 𝔼[𝑅(𝑇 )] ⩽ 𝑁𝐾 + 2rad𝑇 + 𝑂( 1
𝑇 3 )。若令

𝑁 = ( 𝑇
𝐾)

2
3 ⋅ 𝑂(log 𝑇 )1

3，则有 𝔼[𝑅(𝑇 )] ⩽ 𝑂(𝑇 2
3 (𝐾 log 𝑇 )1

3 )。
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𝜀-贪心算法 随机多臂老虎机

回想上面的贪心算法存在两个问题：
• “探索”阶段的尝试带来遗憾；
• “利用”阶段陷于局部最优带来遗憾。

为了解决这两个问题，𝜀-贪心算法引入了随机性，在“探索”与“利用”之间
实现了较好的权衡；
• 其核心思想是：以 1 − 𝜀 的概率选择当前已在最优的臂 𝑎′ =

arg max𝑎 𝑄𝑡(𝑎)，以 𝜀 的概率随机选择一个臂；
• 前一步代表对当前知识的“利用”，后一步代表对可能最优的“探索”，从
而避免陷入局部最优；

• 通过调整 𝜀（0 ⩽ 𝜀 ⩽ 1）的值，可以控制探索和利用之间的平衡；
‣ 较小的 𝜀 值倾向于更多的利用，而较大的 𝜀 值倾向于更多的探索；通
常而言会将 𝜀 设置成一个较小的值，如 𝜀 = 0.1。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 06: 多臂老虎机算法基础与应用 15 / 44

yhwu_is@zju.edu.cn


𝜀-贪心算法 随机多臂老虎机

通过选择合适的 𝜀 值，可以证明 𝜀-贪心算法的遗憾上界：

定理

令 𝜀𝑡 = 𝑡−1
3 (𝐾 log 𝑡)1

3，𝜀-贪心算法的遗憾界为𝑂(𝑇 2
3 (𝐾 log 𝑇 )1

3 )。

该算法的优势是简单易实现，并且可以通过调整 𝜀 灵活控制探索与利用。
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上置信界算法 随机多臂老虎机

𝜀-贪心策略存在一个问题：虽然每个动作都有被选择的概率，但是这种选
择太过于随机，导致最优臂被访问的概率较低，这并不能有助于智能体很
大概率的发现最优选择，上置信界算法（upper confidence bound，
UCB）很好地改进了这一点。

UCB 算法是多臂赌博机问题中一种经典的基于置信区间的探索-利用策略。
其核心思想是为每个臂的奖励估计构建一个置信区间上界，选择上界最大
的臂，从而在探索和利用之间自动平衡。
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上置信界算法 随机多臂老虎机

简而言之，UCB 的算法流程是：首先将每一个候选臂都选择一遍，作为
初始化；然后在后续的时间步中，选择奖励均值估计量的上置信界最大的
臂，其中均值估计量的上置信界定义为

𝑄𝑡(𝑎) + √ 2 ln 𝑡
𝑁𝑡(𝑎)

,

最后更新被选中的臂的相关参数。其中上置信界的直观理解是：
• 上置信界的前一项 𝑄𝑡(𝑎) 代表臂的估计奖励，这个值越大说明对应臂的
历史表现越好；

• 后一项 √ 2 ln 𝑡
𝑁𝑡(𝑎)  是置信区间的半径，其会随着选择次数的增加而变小，

并且该值越大则说明估计的不确定性越大，因此能过鼓励玩家尝试较少
被选择的臂，避免陷入次优；

• 因此，选择上置信界最大的臂有利于偏向于选择表现较好或是较少选择
的臂，从而算法能够逐渐收敛到最优臂。
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上置信界算法 随机多臂老虎机

总而言之。UCB 算法同时考虑了估计奖励与不确定性，较好的平衡了探
索与利用，也可以得到更好的遗憾界（证明省略）：

定理

UCB 算法的遗憾界为 𝑂(
√

𝐾𝑇 log 𝑇 )。
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汤普森采样算法 随机多臂老虎机

• 汤普森采样（Thompson sampling，TS）最早于 1933 年由 William R.
Thompson 提出；

• 雅虎 An Empirical Evaluation of Thompson Sampling，NIPS 2011
• 2015年前后才出现了一些理论分析的文章
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汤普森采样算法 随机多臂老虎机

基本思想：采用贝叶斯方法，为每个臂维护一个先验概率分布，表示对该
臂奖励概率的信念。每次选择臂时，从每个臂的后验概率分布中进行采
样，并选择采样值最高的臂。最后，根据获得的奖励更新所选臂的后验概
率分布，从而在探索和利用之间取得平衡。
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汤普森采样算法 随机多臂老虎机

基本思想：采用贝叶斯方法，为每个臂维护一个先验概率分布，表示对该
臂奖励概率的信念。每次选择臂时，从每个臂的后验概率分布中进行采
样，并选择采样值最高的臂。最后，根据获得的奖励更新所选臂的后验概
率分布，从而在探索和利用之间取得平衡。
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汤普森采样算法 随机多臂老虎机

具体而言，汤普森采样算法使用 Beta 分布 Β(𝛼, 𝛽)来作为每个臂的选择概
率分布；
• Beta 分布中参数 𝛼 和 𝛽 分别表示伯努利试验中的成功和失败次数，𝛼 越
大分布越集中于 1，𝛽 越大则越接近于 0；

• 在每一个时间步中，对于每个臂，从其 Beta(𝑆𝑡(𝑎) + 1, 𝐹𝑡(𝑎) + 1) 分布
中进行采样。选择采样值最高的臂。执行所选臂，并观察奖励。

• 根据获得的奖励更新所选臂的 Beta 分布参数；
• 如果成功，则 𝑆𝑡(𝑎) = 𝑆𝑡(𝑎) + 1；如果失败，则 𝐹𝑡(𝑎) = 𝐹𝑡(𝑎) + 1。
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汤普森采样算法 随机多臂老虎机

两个问题：

1. 只能用 Beta分布吗？
• 并非如此，事实上共轭先验分布（即先验分布和后验分布属于同一个
分布族）即可；

2. 只能用于奖励 𝑟𝑡 ∈ {0, 1} 的情况吗？
• 如果奖励 𝑟𝑡 ∈ [0, 1]，则以 𝑟𝑡 为概率从 {0, 1} 中抽一个数作为反馈。

总而言之，汤普森采样算法相当简洁优雅，并且也能得到和 UCB 一致的
遗憾界，甚至实证中表明其效果比 UCB 算法更好（证明省略）：

定理

TS 算法的遗憾界为 𝑂(
√

𝐾𝑇 log 𝑇 )。
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基本模型 对抗性多臂老虎机

对抗性多臂老虎机（Adversarial MAB）问题是 MAB 问题的一种变体。
相较于随机多臂老虎机问题的设定，对抗性多臂老虎机问题中的奖励（代
价）由对手动态生成，而不是从奖励分布中随机产生的。该奖励可能会针
对玩家的策略进行调整，从而产生了对抗性。基本模型如下：

在每一步 𝑡 = 1, 2, …, 𝑇  中：
1. 玩家选择一个行动集合 [𝑛] = {1, …, 𝑛} 上的概率分布 𝑝𝑡；
2. 对手在已知 𝑝𝑡 的情况下选择一个代价向量 𝑐𝑡 ∈ [0, 1]𝑛，即为每一个行
动选择一个代价；

3. 玩家选择一个行动 𝑖𝑡 ∼ 𝑝𝑡，并且观察到代价 𝑐𝑡(𝑖𝑡)；
4. 玩家学到整个 𝑐𝑡 以调整未来的策略
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基本模型 对抗性多臂老虎机

对抗性多臂老虎机（Adversarial MAB）问题是 MAB 问题的一种变体。
相较于随机多臂老虎机问题的设定，对抗性多臂老虎机问题中的奖励（代
价）由对手动态生成，而不是从奖励分布中随机产生的。该奖励可能会针
对玩家的策略进行调整，从而产生了对抗性。基本模型如下：

在每一步 𝑡 = 1, 2, …, 𝑇  中：
1. 玩家选择一个行动集合 [𝑛] = {1, …, 𝑛} 上的概率分布 𝑝𝑡；
2. 对手在已知 𝑝𝑡 的情况下选择一个代价向量 𝑐𝑡 ∈ [0, 1]𝑛，即为每一个行
动选择一个代价；

3. 玩家选择一个行动 𝑖𝑡 ∼ 𝑝𝑡，并且观察到代价 𝑐𝑡(𝑖𝑡)；
4. 玩家学到整个 𝑐𝑡 以调整未来的策略

注:

1. 玩家的目标：选取一个策略序列 𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑇  使得总代价最小（和此前
的奖励最大相对），即最小化期望代价 𝔼𝑖𝑡∼𝑝𝑡

[∑𝑇
𝑡=1 𝑐𝑡(𝑖𝑡)]

2. 对手不一定非要存在，其实只是一个最差结果分析；
3. 此处玩家不仅能学到选择的行动的代价，事实上可以学到所有行动的
代价，因此是全反馈的情况，与此前情况不同。
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遗憾的定义 对抗性多臂老虎机

接下来希望找到一个好的’‘在线学习算法，想法仍然是定义遗憾，但此时
遗憾的定义因为对手不是随机抽取的成本，因此需要调整。

第一种遗憾定义的想法是，与所有轮次结束后（每一轮的成本都已知）的
事后最优作差，然而下面的例子表明这一定义是不合理的：

例

设行动集合为 {1, 2}，在每一轮 𝑡，对手按如下步骤选择代价向量：假
设算法选择一个概率分布 𝑝𝑡，如果在此分布下选择行动 1 的概率至少为
1/2，那么 𝑐𝑡 = (1, 0)，反之 𝑐𝑡 = (0, 1)。在此情况下，在线算法期望代
价至少为 𝑇/2，而在事先知晓代价向量的情况下，最优算法的期望代价
为 0。

这一例子表明，与事后最优比较可能出现线性级别的遗憾，因此这一基准
太强了。因此转而将遗憾定义为在线算法与最优固定行动事后代价之差。
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遗憾的定义 对抗性多臂老虎机

定义

固定代价向量 𝑐1, 𝑐2, …, 𝑐𝑇，决策序列 𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑇  的遗憾为

𝑅𝑇 = 𝔼𝑖𝑡∼𝑝𝑡
[∑

𝑇

𝑡=1
𝑐𝑡(𝑖𝑡)] − min

𝑖∈[𝑛]
∑
𝑇

𝑡=1
𝑐𝑡(𝑖).

即遗憾被定义成了和每轮都选择同一行动的最优的固定行动的代价之差，
这样的定义相对而言更加合理：
• 在前面的例子中，固定策略序列（全选 0 或 1）的遗憾不再是简单的 0；
• 平均遗憾：𝑅𝑇

𝑇 ，若 𝑇 → ∞，𝑅𝑇
𝑇 → 0，则称算法是无憾（no-regret）

的；等价的即 𝑅𝑇  关于 𝑇  是次线性的；
• 这一定义的合理性在于，有自然的算法实现无憾，但无憾的实现也不是
平凡的。
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跟风算法 对抗性多臂老虎机

接下来的目标就是设计一个无憾的在线学习算法。首先介绍一个最简单的
在线学习算法：跟风算法（Follow-The-Leader, FTL）：

定义

跟风算法指在每一个时间点 𝑡，选择最小累积代价 ∑𝑡−1
𝑠=1 𝑐𝑠(𝑖) 的行动 𝑖。
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跟风算法 对抗性多臂老虎机

接下来的目标就是设计一个无憾的在线学习算法。首先介绍一个最简单的
在线学习算法：跟风算法（Follow-The-Leader, FTL）：

定义

跟风算法指在每一个时间点 𝑡，选择最小累积代价 ∑𝑡−1
𝑠=1 𝑐𝑠(𝑖) 的行动 𝑖。

下面这一含有两个行动 {1, 2} 的例子表明，跟风算法不是无憾的：

FTL 会持续选择代价为 1 的行动，总代价为 𝑇，而最优固定行动算法的代
价为 𝑇/2，平均遗憾为 1/2，故不是无憾算法。
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随机化是无憾的必要条件 对抗性多臂老虎机

事实上，任意的确定性算法都会有线性级别的遗憾：𝑛−1
𝑛 𝑇，其中 𝑛 是可

能行动的个数：
• 对手是知道我们的算法的，因此如果采用确定性算法，对手可以直接推
断出我们每一步的选择，从而设置我们选择的行为有代价 1，其余行为
代价为 0；

• 这样玩家的总代价为 𝑇，而最优固定行动算法的总代价最高为 𝑇𝑛（因为
有 𝑛 种可能的行动）；

• 如果采用随机策略，则对手只能推断出我们的概率分布 𝑝𝑡，而不能推断
出我们的具体行动 𝑖𝑡 ∼ 𝑝𝑡，因此对手无法完美利用我们的算法。

因此需要引入随机化来避免对手的推断，下面从一个简单的例子入手，引
出无憾算法：乘性权重算法。
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一个简单的例子 对抗性多臂老虎机

考虑一个简化的在线学习场景，每个行动的代价之可能为 0 或 1，并且存
在一个完美的行动，其代价永远为 0（但玩家一开始不知道哪个是完美行
动），是否存在次线性遗憾的算法？

• 观察：只要一个行动出现了非零代价，那就可以永远排除它，但我们并
不知道剩余行动中哪个最好；

• 可以设计算法如下：对每一步 𝑡 = 1, 2, …, 𝑇，记录截至目前从没出现过
代价 1 的行动，然后在这些行动中根据均匀分布随机选择一个行动。
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算法分析 对抗性多臂老虎机

任一轮 𝑡，令 𝑆good = {𝑖 ∈ [𝑛] | 行动 𝑖 从未出现过代价 1}，𝑘 = |𝑆good|。
因此每个 𝑖 ∈ 𝑆good 下一轮选中概率为 1/𝑘，每个 𝑖 ∉ 𝑆good 的概率为 0。

对于任意的 𝜀 ∈ (0, 1)，下面两种情况之一一定会发生：
• 𝑆good 中至多 𝜀𝑘 个行动有代价 1，此时这一阶段的期望代价至多为 𝜀
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算法分析 对抗性多臂老虎机

任一轮 𝑡，令 𝑆good = {𝑖 ∈ [𝑛] | 行动 𝑖 从未出现过代价 1}，𝑘 = |𝑆good|。
因此每个 𝑖 ∈ 𝑆good 下一轮选中概率为 1/𝑘，每个 𝑖 ∉ 𝑆good 的概率为 0。

对于任意的 𝜀 ∈ (0, 1)，下面两种情况之一一定会发生：
• 𝑆good 中至多 𝜀𝑘 个行动有代价 1，此时这一阶段的期望代价至多为 𝜀
• 𝑆good 中至少 𝜀𝑘 个行动有代价 1，每次出现这一情况时，下一步就可以
排除掉至少 𝜀𝑘 个行动，因此这种情况最多出现 log1−𝜀

1
𝑛次
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算法分析 对抗性多臂老虎机

任一轮 𝑡，令 𝑆good = {𝑖 ∈ [𝑛] | 行动 𝑖 从未出现过代价 1}，𝑘 = |𝑆good|。
因此每个 𝑖 ∈ 𝑆good 下一轮选中概率为 1/𝑘，每个 𝑖 ∉ 𝑆good 的概率为 0。

对于任意的 𝜀 ∈ (0, 1)，下面两种情况之一一定会发生：
• 𝑆good 中至多 𝜀𝑘 个行动有代价 1，此时这一阶段的期望代价至多为 𝜀
• 𝑆good 中至少 𝜀𝑘 个行动有代价 1，每次出现这一情况时，下一步就可以
排除掉至少 𝜀𝑘 个行动，因此这种情况最多出现 log1−𝜀

1
𝑛次

因此总的遗憾至多为

𝑅𝑇 = 𝑇 × 𝜀 + log1−𝜀
1
𝑛

× 1 = 𝑇𝜀 + ln 𝑛
− ln(1 − 𝜀)

⩽ 𝑇𝜀 + ln 𝑛
𝜀

最后的不等号来源于 − ln(1 − 𝜀) ⩾ 𝜀(0 < 𝜀 < 1)。显然当 𝜀 = √ ln 𝑛
𝑇  时，

𝑅𝑇 ⩽ 2
√

𝑇 ln 𝑛，即次线性遗憾。
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更一般的情况 对抗性多臂老虎机

可以将之前的算法描述得更加形式化：
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更一般的情况 对抗性多臂老虎机

可以将之前的算法描述得更加形式化：

在更一般的情况下，代价可以是 [0, 1] 中的任意值，并且不一定存在完美
策略，因此我们需要对算法进行修改：

第一处修改扩展了代价的范围，第二处修改使得权重更保守，否则不存在
完美策略时所有行动的权重全部归零
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MWU 算法 对抗性多臂老虎机

上图给出的算法就是乘性权重（Multiplicative Weights Update, MWU）
算法。算法的直观是，根据每个行动在之前阶段的表现来决定下一阶段的
权重，即表现好的行动权重增加，表现差的行动权重减少。
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MWU 算法 对抗性多臂老虎机

上图给出的算法就是乘性权重（Multiplicative Weights Update, MWU）
算法。算法的直观是，根据每个行动在之前阶段的表现来决定下一阶段的
权重，即表现好的行动权重增加，表现差的行动权重减少。

那么，乘性权重算法是否是无憾的呢？

定理

乘性权重算法在之前的问题设定下的遗憾至多为 𝑂(
√

𝑇 ln 𝑛)。

接下来证明定理。
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MWU 算法分析 对抗性多臂老虎机

关键：将期望代价与权重的下降关联起来。第 𝑡 轮的期望代价为：

𝐶𝑡 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑝𝑡(𝑖)𝑐𝑡(𝑖) =

∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑡(𝑖)𝑐𝑡(𝑖)

𝑊𝑡
,

事实上这正比于总权重的下降，即 ∑𝑛
𝑖=1 𝜀𝑤𝑡(𝑖)𝑐𝑡(𝑖) = 𝜀𝑊𝑡𝐶𝑡。因此下面

的证明思想是分析总权重下降的速度。
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MWU 算法分析 对抗性多臂老虎机

关键：将期望代价与权重的下降关联起来。第 𝑡 轮的期望代价为：

𝐶𝑡 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑝𝑡(𝑖)𝑐𝑡(𝑖) =

∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑡(𝑖)𝑐𝑡(𝑖)

𝑊𝑡
,

事实上这正比于总权重的下降，即 ∑𝑛
𝑖=1 𝜀𝑤𝑡(𝑖)𝑐𝑡(𝑖) = 𝜀𝑊𝑡𝐶𝑡。因此下面

的证明思想是分析总权重下降的速度。

引理

𝑊𝑡+1 ⩽ 𝑊𝑡 ⋅ 𝑒−𝜀𝐶𝑡，其中 𝑊𝑡 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑡(𝑖) 是第 𝑡 轮的总权重，𝐶𝑡 是第

𝑡 轮的期望代价。

直接根据权重更新法则即可证明：

𝑊𝑡+1 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑤𝑡+1(𝑖) = ∑

𝑛

𝑖=1
𝑤𝑡(𝑖) ⋅ (1 − 𝜀𝑐𝑡(𝑖))

= 𝑊𝑡 − 𝜀 ∑
𝑛

𝑖=1
𝑤𝑡(𝑖)𝑐𝑡(𝑖) = 𝑊𝑡 − 𝜀𝑊𝑡𝐶𝑡 = 𝑊𝑡(1 − 𝜀𝐶𝑡) ⩽ 𝑊𝑡 ⋅ 𝑒−𝜀𝐶𝑡 .
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MWU 算法分析 对抗性多臂老虎机

不断应用上述引理，可以得到如下推论：

推论

𝑊𝑡+1 ⩽ 𝑛𝑒−𝜀 ∑𝑇
𝑡=1 𝐶𝑡。
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MWU 算法分析 对抗性多臂老虎机

不断应用上述引理，可以得到如下推论：

推论

𝑊𝑡+1 ⩽ 𝑛𝑒−𝜀 ∑𝑇
𝑡=1 𝐶𝑡。

引理

对于任意的行动 𝑖，都有 𝑊𝑡+1 ⩾ 𝑒−𝑇𝜀2 ⋅ 𝑒−𝜀 ∑𝑇
𝑡=1 𝑐𝑡(𝑖)。

这一步的放缩比较激进，但非常有效：

𝑊𝑡+1 ⩾ 𝑤𝑡+1(𝑖) = 𝑤1(𝑖) ⋅ ∏
𝑇

𝑡=1
(1 − 𝜀𝑐𝑡(𝑖))

⩾ ∏
𝑇

𝑡=1
𝑒−𝜀𝑐𝑡(𝑖)−𝜀2𝑐2

𝑡 (𝑖) ⩾ 𝑒−𝑇𝜀2 ⋅ 𝑒−𝜀 ∑𝑇
𝑡=1 𝑐𝑡(𝑖).

其中第二个不等号使用 1 − 𝛿 ⩾ 𝑒−𝛿−𝛿2，第三行直接将 𝑐2
𝑡 (𝑖) 项放大成 1。
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MWU 算法分析 对抗性多臂老虎机

回顾上述给出的结论：

1. 𝑊𝑡+1 ⩽ 𝑛𝑒−𝜀 ∑𝑇
𝑡=1 𝐶𝑡；

2. 对于任意的行动 𝑖，都有 𝑊𝑡+1 ⩾ 𝑒−𝑇𝜀2 ⋅ 𝑒−𝜀 ∑𝑇
𝑡=1 𝑐𝑡(𝑖)。

综合有 𝑒−𝑇𝜀2 ⋅ 𝑒−𝜀 ∑𝑇
𝑡=1 𝑐𝑡(𝑖) ⩽ 𝑛𝑒−𝜀 ∑𝑇

𝑡=1 𝐶𝑡，这等价于

−𝑇𝜀2 − 𝜀 ∑
𝑇

𝑡=1
𝑐𝑡(𝑖) ⩽ ln 𝑛 − 𝜀 ∑

𝑇

𝑡=1
𝐶𝑡.

重新整理有

∑
𝑇

𝑡=1
𝐶𝑡 − ∑

𝑇

𝑡=1
𝑐𝑡(𝑖) ⩽ ln 𝑛

𝜀
+ 𝑇𝜀.

取 𝜀 = √ln 𝑛
𝑇
，有 ∑𝑇

𝑡=1 𝐶𝑡 − min𝑖 ∑𝑇
𝑡=1 𝑐𝑡(𝑖) ⩽ 2

√
𝑇 ln 𝑛，即遗憾至多为

𝑂(
√

𝑇 ln 𝑛)。
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MWU 的评注 对抗性多臂老虎机

• 注意 MWU 算法对于任意的代价序列都是无憾的，这就是对抗性的意
义，上述证明也不依赖于任何对代价序列的假设；

• 如果使用 𝑤𝑡+1(𝑖) = 𝑤𝑡(𝑖) ⋅ 𝑒−𝜀𝑐𝑡(𝑖)，因为 𝑒−𝜀 ≈ 1 − 𝜀，因此也是可以进
行类似的分析的；

‣ 这样得到的算法称为 Hedge 算法；

• 如果从全反馈更换为老虎机反馈，算法思路不变，得到的是 Exp3 算法。
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基本思想 多臂老虎机的应用

• 面对具有不确定性的问题的“万金油”方法

• 在数据市场相关文献中的应用

‣ 在线定价问题：数据卖家不确定数据对于买家的价值，可以使用随机
多臂老虎机建模解决；

‣ 数据获取问题：数据买家不确定数据市场上哪些数据对于自己的训练
任务而言最有效，可以使用随机或对抗性多臂老虎机建模解决。
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动态定价问题 多臂老虎机的应用

下面给出在线定价最经典文献的一个简化场景，解决方法与上述随机和对
抗性多臂老虎机算法都不同
• The Value of Knowing a Demand Curve, R. Kleinberg and T. Leighton, FOCS

2003, FOCS 2023 时间检验奖

例

假设你要出售一份数据，你知道会有 𝑁  个人来购买你的数据，并且每
个人对数据的估值 𝑣 都完全一致，都在 [0, 1] 中。买家是逐个到达的，
你需要提供一个价格 𝑝，如果 𝑣 ⩾ 𝑝，买家就会购买你的数据，否则买
家会离开。你的目标是尽快地学习到 𝑣 的值，误差范围是 𝜀 = 1

𝑁。

显然，最 naive 的想法就是通过二分搜索迅速达到这一精度：最多需要
log 𝑁  次的搜索来实现这一精度。
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二分搜索 多臂老虎机的应用

• 如果的确遇到了最坏的情况，log 𝑁  次搜索之后，可以设置到价格 𝑝 ⩾
𝑣 − 1

𝑁，其中 𝑣 是我们第 log 𝑁  轮学习到的值；
• 在这种情况下，𝑁  轮之后的总收益是

0⏟
前 log 𝑁轮

+ (𝑁 − log 𝑁)(𝑣 − 2
𝑁

)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

后𝑁− log 𝑁轮

≈ 𝑣𝑁 − 𝑣 log 𝑁 − 2.

• 则二分搜索的遗憾为 𝑅 ≈ 𝑣𝑁 − (𝑣𝑁 − 𝑣 log 𝑁 − 2) = 𝑣 log 𝑁 + 2；
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二分搜索 多臂老虎机的应用

• 如果的确遇到了最坏的情况，log 𝑁  次搜索之后，可以设置到价格 𝑝 ⩾
𝑣 − 1

𝑁，其中 𝑣 是我们第 log 𝑁  轮学习到的值；
• 在这种情况下，𝑁  轮之后的总收益是

0⏟
前 log 𝑁轮

+ (𝑁 − log 𝑁)(𝑣 − 2
𝑁

)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

后𝑁− log 𝑁轮

≈ 𝑣𝑁 − 𝑣 log 𝑁 − 2.

• 则二分搜索的遗憾为 𝑅 ≈ 𝑣𝑁 − (𝑣𝑁 − 𝑣 log 𝑁 − 2) = 𝑣 log 𝑁 + 2；

• 这是最小的可能遗憾吗？

定理

存在一个算法，使得其遗憾至多为 1 + 2 log log 𝑁。

• 尽管二分搜索是在没有任何先验信息的情况下能搜索到 𝑁  的最快算法，
但当猜测的 𝑝𝑖 > 𝑣 时，卖家一分钱也赚不到；

• 也就是说，二分搜索在向上探索的时候可能过于激进，因此改进的算法
需要在探索时更加保守！
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改进算法 多臂老虎机的应用

1. 在第 𝑖 阶段，我们保持一个探索区间 [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]，其中 𝑎1 = 0, 𝑏1 = 1，并
设置 Δ1 = 1

2；
2. 为第 𝑖 个买家 𝑖 提供价格 𝑝𝑖 = 𝑎𝑖 + Δ𝑖
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改进算法 多臂老虎机的应用

1. 在第 𝑖 阶段，我们保持一个探索区间 [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]，其中 𝑎1 = 0, 𝑏1 = 1，并
设置 Δ1 = 1

2；
2. 为第 𝑖 个买家 𝑖 提供价格 𝑝𝑖 = 𝑎𝑖 + Δ𝑖

3. 如果 𝑖 接受价格 𝑝𝑖，则 𝑎𝑖+1 = 𝑝𝑖, 𝑏𝑖+1 = 𝑏𝑖, Δ𝑖+1 = Δ𝑖；
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改进算法 多臂老虎机的应用

1. 在第 𝑖 阶段，我们保持一个探索区间 [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]，其中 𝑎1 = 0, 𝑏1 = 1，并
设置 Δ1 = 1

2；
2. 为第 𝑖 个买家 𝑖 提供价格 𝑝𝑖 = 𝑎𝑖 + Δ𝑖

3. 如果 𝑖 接受价格 𝑝𝑖，则 𝑎𝑖+1 = 𝑝𝑖, 𝑏𝑖+1 = 𝑏𝑖, Δ𝑖+1 = Δ𝑖；

4. 如果 𝑖 拒绝价格 𝑝𝑖，则 𝑎𝑖+1 = 𝑎𝑖, 𝑏𝑖+1 = 𝑝𝑖, Δ𝑖+1 = (Δ𝑖)
2
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改进算法 多臂老虎机的应用

1. 在第 𝑖 阶段，我们保持一个探索区间 [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]，其中 𝑎1 = 0, 𝑏1 = 1，并
设置 Δ1 = 1

2；
2. 为第 𝑖 个买家 𝑖 提供价格 𝑝𝑖 = 𝑎𝑖 + Δ𝑖

3. 如果 𝑖 接受价格 𝑝𝑖，则 𝑎𝑖+1 = 𝑝𝑖, 𝑏𝑖+1 = 𝑏𝑖, Δ𝑖+1 = Δ𝑖；

4. 如果 𝑖 拒绝价格 𝑝𝑖，则 𝑎𝑖+1 = 𝑎𝑖, 𝑏𝑖+1 = 𝑝𝑖, Δ𝑖+1 = (Δ𝑖)
2

5. 当 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 ⩽ 1
𝑁  时，此后价格均取 𝑎𝑖，不再改变。
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改进算法的分析 多臂老虎机的应用

定理

改进的算法的遗憾至多为 1 + 2 log log 𝑁。
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改进算法的分析 多臂老虎机的应用

定理

改进的算法的遗憾至多为 1 + 2 log log 𝑁。

首先需要分析区间长度 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 的特点，有如下结论：

引理

Δ𝑖 = 2−2𝑗−1，并且当 Δ𝑖+1 = (Δ𝑖)
2 时，𝑏𝑖+1 − 𝑎𝑖+1 = Δ𝑖 = √Δ𝑖+1。

第一个结论根据数学归纳法可以证明：
1. 当 𝑖 = 1 时，Δ1 = 1

2 = 2−20；
2. 假设对于 𝑖 = 𝑘 成立，即 Δ𝑘 = 2−2𝑗−1，则

Δ𝑘+1 = (Δ𝑘)2 = 2−2𝑗−1−2𝑗−1 = 2−2𝑗 .

第二个结论，当 Δ𝑖+1 = (Δ𝑖)
2 时，根据算法直接得到 𝑏𝑖+1 − 𝑎𝑖+1 = Δ𝑖 =

√Δ𝑖+1。
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改进算法的分析 多臂老虎机的应用

• 在 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 ⩽ 1
𝑁  后，总的遗憾最多为 1；

• 因此重点在于分析达到这一步之前的遗憾；
• 在达到这一步之前 Δ 更新了多少次？

‣ log log 𝑁：令 2−2𝑖 = 1
𝑁，则 𝑖 = log log 𝑁；

‣ 接下来就要证明每个 Δ𝑖 内产生的遗憾是有限的。
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改进算法的分析 多臂老虎机的应用

• 在 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 ⩽ 1
𝑁  后，总的遗憾最多为 1；

• 因此重点在于分析达到这一步之前的遗憾；
• 在达到这一步之前 Δ 更新了多少次？

‣ log log 𝑁：令 2−2𝑖 = 1
𝑁，则 𝑖 = log log 𝑁；

‣ 接下来就要证明每个 Δ𝑖 内产生的遗憾是有限的。

引理

任意的步长 Δ𝑖 内的遗憾至多为 2。

• 如果在 Δ𝑖 下直接被拒绝，遗憾至多为 1；
• 如果发生出售，则最多出售 √Δ𝑖

Δ𝑖
 次，因为 Δ𝑖−1 = √Δ𝑖，如果超出这

个次数，那么 Δ𝑖−1 在前面的步骤不会更新；
• 因此出售过程中的遗憾最多为

√Δ𝑖
Δ𝑖

× √Δ𝑖 = 1.

综合上述两个引理可以得到改进算法的遗憾为 1 + 2 log log 𝑁。
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