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混合策略的引入 混合策略纳什均衡

纳什均衡是求解博弈的强大工具。然而很可惜的是，仍然存在相当一部分

博弈无法找到纳什均衡，甚至是非常常见的博弈，例如石头剪刀布博弈:

参与人 2

参与人 1

石头 剪刀 布

石头 0, 0 1, −1 −1, 1

剪刀 −1, 1 0, 0 1, −1

布 1, −1 −1, 1 0, 0

• 不难验证这个博弈没有纳什均衡——这也符合预期，毕竟石头剪刀布的

游戏从来没有一个稳定的策略；

‣ 考虑简单的情况，例如一个参与人永远出石头，那么另一个人只要观

察到这一点，就可以永远出布，这样的情况显然无法构成均衡；

‣ 所以可以猜想，稳定的策略必定带有随机性，各个参与人要让自己的

行为不可捉摸，这就引入了混合策略（mixed strategy）的概念。
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混合策略 混合策略纳什均衡

定义

令 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁) 为一个策略型博弈。一个混合策略

（mixed strategy）是 𝑆𝑖 上的概率分布，参与人 𝑖 的混合策略集记为

Σ𝑖 = {𝜎𝑖 : 𝑆𝑖 → [0, 1] : ∑
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖) = 1}

其中 𝜎𝑖(𝑠𝑖) 表示参与人 𝑖 在该混合策略下选择策略 𝑠𝑖 的概率。

• 因此混合策略就是给每个 𝑆𝑖 中的策略（称之为纯策略（pure 

strategy））一个概率，然后按照这个概率随机选择策略。

• 例如在石头剪刀布博弈中，(1
3 , 1

3 , 1
3) 就是一种混合策略，表示每个纯策

略（出石头、剪刀和布）被选择的概率都是 13。

• 纯策略是混合策略特例：只有一个策略概率为 1，其余为 0。
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混合策略 混合策略纳什均衡

• 还有一个记号：对每个参与人 𝑖，令 Δ(𝑆𝑖) 为 𝑆𝑖 上的概率分布集合，即

Δ(𝑆𝑖) = {𝑝 : 𝑆𝑖 → [0, 1] : ∑
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝑝(𝑠𝑖) = 1}

则显然有 Σ𝑖 = Δ(𝑆𝑖)；

• 当 𝑆𝑖 是连续策略空间时，求和需要替换为积分，当然本课程不讨论连

续策略空间下的混合策略；

• 有混合策略后，博弈中参与人的效用函数也需要做相应的调整，需要适

应有混合策略的情况。
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博弈的混合扩展 混合策略纳什均衡

定义

令 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁) 为一个策略型博弈。𝐺 的混合扩展

（mixed extension）是一个博弈

Γ = (𝑁, (Σ𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑈𝑖)𝑖∈𝑁)

其中 Σ𝑖 = Δ(𝑆𝑖) 是参与人 𝑖 的混合策略集，他的收益函数 𝑈𝑖 : Σ → ℝ 

将每个混合策略向量 𝜎 = (𝜎1, …, 𝜎𝑛) ∈ Σ1 × … × Σ𝑛 映射到一个实数

𝑈𝑖(𝜎) = 𝔼[𝑢𝑖(𝑠)] = ∑
𝑠∈𝑆

∏
𝑛

𝑗=1
𝜎𝑗(𝑠𝑗)𝑢𝑖(𝑠1, …, 𝑠𝑛)

• 这里使用了冯诺伊曼-摩根斯坦效用函数：每个纯策略 (𝑠1, …, 𝑠𝑛) 出现
的概率为 ∏𝑛

𝑗=1 𝜎𝑗(𝑠𝑗)，因此效用的本质是参与人 𝑖 在混合策略向量 𝜎 

下的期望收益；

• 这里还蕴含一个假定：每个参与人的行动相互独立。
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博弈的混合扩展 混合策略纳什均衡

石头剪刀布博弈中，参与人 1 选择混合策略 (1
2 , 1

3 , 1
6)（1

2  概率出石头，1
3  

概率出剪刀，1
6  概率出布），参与人 2 选择混合策略 (1

4 , 1
2 , 1

4) 时，对于参

与人 1 有：

策略组合 概率 效用 策略组合 概率 效用

（石头，石头） 1/8 0 （剪刀，布） 1/12 1

（石头，剪刀） 1/4 1 （布，石头） 1/24 1

（石头，布） 1/8 −1 （布，剪刀） 1/12 −1

（剪刀，石头） 1/12 −1 （布，布） 1/24 0

（剪刀，剪刀） 1/6 0

不难求出参与人 1 的效用为 1
12，参与人 2 对称地有效用为 − 1

12。
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混合策略纳什均衡 混合策略纳什均衡

类似于纯策略纳什均衡，可以给出混合策略纳什均衡的定义：

定义

给定一个博弈的混合扩展 Γ = (𝑁, (Σ𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑈𝑖)𝑖∈𝑁)，一个混合策略向
量 𝜎∗ = (𝜎∗

1, …, 𝜎∗
𝑛) 是一个混合策略纳什均衡，若对每个参与人 𝑖，有

𝑈𝑖(𝜎∗) ⩾ 𝑈𝑖(𝜎𝑖, 𝜎∗
−𝑖), ∀𝜎𝑖 ∈ Σ𝑖

例如，两个参与人都选择混合策略 𝜎∗
1 = 𝜎∗

2 = (1
3 , 1

3 , 1
3) 时，(𝜎∗

1, 𝜎∗
2) 构成

混合策略纳什均衡；

• 可以尝试根据定义验证这一结果；
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混合策略纳什均衡 混合策略纳什均衡

类似于纯策略纳什均衡，可以给出混合策略纳什均衡的定义：

定义

给定一个博弈的混合扩展 Γ = (𝑁, (Σ𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑈𝑖)𝑖∈𝑁)，一个混合策略向
量 𝜎∗ = (𝜎∗

1, …, 𝜎∗
𝑛) 是一个混合策略纳什均衡，若对每个参与人 𝑖，有

𝑈𝑖(𝜎∗) ⩾ 𝑈𝑖(𝜎𝑖, 𝜎∗
−𝑖), ∀𝜎𝑖 ∈ Σ𝑖

例如，两个参与人都选择混合策略 𝜎∗
1 = 𝜎∗

2 = (1
3 , 1

3 , 1
3) 时，(𝜎∗

1, 𝜎∗
2) 构成

混合策略纳什均衡；

• 可以尝试根据定义验证这一结果；

• 然而一旦开始验证就会发现上述定义不适合于验证这一结果：因为需要

对任意的混合策略 𝜎𝑖 都进行验证，展开后的表达式非常复杂。
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混合策略纳什均衡 混合策略纳什均衡

因此引入一个更为方便的等价条件方便判断：

混合策略纳什均衡等价条件

令 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁) 为一个策略型博弈，Γ 为 𝐺 的混合扩展。

一个混合策略向量 𝜎∗ 是 Γ 的混合策略纳什均衡，当且仅当对于每个参

与人 𝑖 和每一个纯策略 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖，有

𝑈𝑖(𝜎∗) ⩾ 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖)
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混合策略纳什均衡 混合策略纳什均衡

因此引入一个更为方便的等价条件方便判断：

混合策略纳什均衡等价条件

令 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁) 为一个策略型博弈，Γ 为 𝐺 的混合扩展。

一个混合策略向量 𝜎∗ 是 Γ 的混合策略纳什均衡，当且仅当对于每个参

与人 𝑖 和每一个纯策略 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖，有

𝑈𝑖(𝜎∗) ⩾ 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖)

证明 :  正向推导只需要注意到纯策略也是特殊的混合策略即可。反过来，

对于参与人 𝑖 的每个混合策略 𝜎𝑖，

𝑈𝑖(𝜎𝑖, 𝜎∗
−𝑖) = ∑

𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖)𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖) ⩽ ∑

𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖)𝑈𝑖(𝜎∗) = 𝑈𝑖(𝜎∗)

□

请根据上述等价条件验证两个参与人都选择混合策略 𝜎∗
1 = 𝜎∗

2 = (1
3 , 1

3 , 1
3) 

时，(𝜎∗
1, 𝜎∗

2) 构成混合策略纳什均衡。
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混合策略纳什均衡计算：最优反应 混合策略纳什均衡

考虑如下性别大战：一对夫妻要安排他们周末的活动，可选择的活动有看

足球赛（𝐹）和听音乐会（𝐶）。丈夫更喜欢看足球赛，而妻子更喜欢听音
乐会。如果他们选择的活动不同，那么他们都不会高兴，如果他们选择的

活动相同，那么他们都会高兴，只是高兴程度略有不同：

妻子

丈夫

𝐹 𝐶
𝐹 2, 1 0, 0

𝐶 0, 0 1, 2

显然 (𝐹 , 𝐹) 和 (𝐶, 𝐶) 是纯策略纳什均衡，但是否存在非纯策略纳什均衡
的混合策略纳什均衡呢？
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混合策略纳什均衡计算：最优反应 混合策略纳什均衡

首先展示如何使用最优反应法计算混合策略纳什均衡。记丈夫的混合策略

为 (𝑥, 1 − 𝑥)（表示以 𝑥 的概率选择 𝐹，1 − 𝑥 的概率选择 𝐶），妻子的混
合策略为 (𝑦, 1 − 𝑦)。对于丈夫的每个混合策略 (𝑥, 1 − 𝑥)，妻子的最优反
应集合为

𝑏𝑟2(𝑥) = arg max
𝑦∈[0,1]

𝑢2(𝑥, 𝑦)

= {𝑦 ∈ [0, 1] : 𝑢2(𝑥, 𝑦) ⩾ 𝑢2(𝑥, 𝑧), ∀𝑧 ∈ [0, 1]}
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混合策略纳什均衡计算：最优反应 混合策略纳什均衡

首先展示如何使用最优反应法计算混合策略纳什均衡。记丈夫的混合策略

为 (𝑥, 1 − 𝑥)（表示以 𝑥 的概率选择 𝐹，1 − 𝑥 的概率选择 𝐶），妻子的混
合策略为 (𝑦, 1 − 𝑦)。对于丈夫的每个混合策略 (𝑥, 1 − 𝑥)，妻子的最优反
应集合为

𝑏𝑟2(𝑥) = arg max
𝑦∈[0,1]

𝑢2(𝑥, 𝑦)

= {𝑦 ∈ [0, 1] : 𝑢2(𝑥, 𝑦) ⩾ 𝑢2(𝑥, 𝑧), ∀𝑧 ∈ [0, 1]}

而 𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 ⋅ 1 + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦) ⋅ 2 = 2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 3𝑥𝑦，将 𝑥 视为定

值，对 𝑦 求导得到 3𝑥 − 2，因此可以得到最优反应集合为（丈夫同理）:

𝑏𝑟2(𝑥) ≔

{


{0} 𝑥 ∈ [0, 2

3)
[0, 1] 𝑥 ∈ {2

3}
{1} 𝑥 ∈ (2

3 , 1]
,   𝑏𝑟1(𝑦) ≔

{


{0} 𝑦 ∈ [0, 1

3)
[0, 1] 𝑦 ∈ {1

3}
{1} 𝑦 ∈ (1

3 , 1]
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混合策略纳什均衡计算：最优反应 混合策略纳什均衡

三个交点：(𝑥∗, 𝑦∗) = (0, 0)，(𝑥∗, 𝑦∗) = (2
3 , 1

3)，(𝑥∗, 𝑦∗) = (1, 1)，第 1 个

和第 3 个是纯策略纳什均衡，第 2 个是混合策略纳什均衡。

• 求混合策略纳什均衡下双方对应的收益，你能从中得到什么启示？

• 从上面的图形能看出混合策略纳什均衡具有什么特点？
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无差异原则 混合策略纳什均衡

从上述例子中可以看出，混合策略纳什均衡下双方选择策略 𝐹  和 𝐶 的效

用是相等的，这一结论可以一般化：

无差异原则

令 𝜎∗ 为一个混合策略纳什均衡，𝑠𝑖 和 𝑠𝑖′ 为参与人 𝑖 的两个纯策略，若 

𝜎∗
𝑖 (𝑠𝑖), 𝜎∗

𝑖 (𝑠𝑖′) > 0，则 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖) = 𝑈𝑖(𝑠𝑖′, 𝜎∗

−𝑖)。

定理成立的原因很简单：如果 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖) > 𝑈𝑖(𝑠𝑖′, 𝜎∗

−𝑖)，那么参与人 𝑖 应
该增加 𝑠𝑖 的概率，这样可以提高自己的收益。
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无差异原则 混合策略纳什均衡

从上述例子中可以看出，混合策略纳什均衡下双方选择策略 𝐹  和 𝐶 的效

用是相等的，这一结论可以一般化：

无差异原则

令 𝜎∗ 为一个混合策略纳什均衡，𝑠𝑖 和 𝑠𝑖′ 为参与人 𝑖 的两个纯策略，若 

𝜎∗
𝑖 (𝑠𝑖), 𝜎∗

𝑖 (𝑠𝑖′) > 0，则 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖) = 𝑈𝑖(𝑠𝑖′, 𝜎∗

−𝑖)。

定理成立的原因很简单：如果 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖) > 𝑈𝑖(𝑠𝑖′, 𝜎∗

−𝑖)，那么参与人 𝑖 应
该增加 𝑠𝑖 的概率，这样可以提高自己的收益。

• 被赋予正概率的集合称为混合策略的支撑集合；

• 问题：被严格占优的策略有可能属于混合策略的支撑集合吗；

• 问题：为什么混合策略支撑集的策略无差异，不能只选择其中一个行动

或任意选取概率分布？
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混合策略纳什均衡计算：无差异原则 混合策略纳什均衡

接下来使用无差异原则计算性别大战的混合策略纳什均衡。使用无差异原

则时首先需要找到纯策略纳什均衡，否则后续计算可能会忽略。纯策略纳

什均衡显然是 (𝐹 , 𝐹) 和 (𝐶, 𝐶)。
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混合策略纳什均衡计算：无差异原则 混合策略纳什均衡

接下来使用无差异原则计算性别大战的混合策略纳什均衡。使用无差异原

则时首先需要找到纯策略纳什均衡，否则后续计算可能会忽略。纯策略纳

什均衡显然是 (𝐹 , 𝐹) 和 (𝐶, 𝐶)。

考虑丈夫的混合策略 𝜎1 = (𝑥, 1 − 𝑥) 和妻子的混合策略 𝜎2 = (𝑦, 1 − 𝑦)，
且 0 < 𝑥 < 1，0 < 𝑦 < 1（称为完全混合的均衡）。根据无差异原则必有
丈夫选择 𝐹  和 𝐶 的效用相等：

𝑈1(𝐹 , 𝜎2) = 2𝑦 = 1 − 𝑦 = 𝑈1(𝐶, 𝜎2)

解得 𝑦 = 1
3，同理可以解得 𝑥 = 2

3。因此用无差异原则可以更简便地得到

混合策略纳什均衡。
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丈夫选择 𝐹  和 𝐶 的效用相等：

𝑈1(𝐹 , 𝜎2) = 2𝑦 = 1 − 𝑦 = 𝑈1(𝐶, 𝜎2)

解得 𝑦 = 1
3，同理可以解得 𝑥 = 2

3。因此用无差异原则可以更简便地得到

混合策略纳什均衡。

注意，无差异原则只是取得混合策略纳什均衡的必要条件，并非充分条

件，因此求出结果后需要验证。然而本例无需检验，因为本例只有两个策

略，两个策略的效用都一致，不存在其他策略得到更高的效用。
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公共物品博弈的均衡 混合策略纳什均衡

例

𝑛 个研究课题组希望购买一份数据供研究使用，每个课题组有两种选

择：买或不买，他们的决策是独立做出的（互相之间没有交流）。并且

只要有一个课题组购买，所有课题组就可以共用数据。购买数据为每个

课题组带来的效用为 𝑢，购买数据的课题组需要支付价格 𝑝。设 𝑢 >
𝑝 > 0，每个课题组的效用函数形式为拟线性效用函数，回答下列问题：
1. “只要有一个课题组购买，所有课题组就可以共用数据”体现了数据的

什么性质？基于这一性质简要谈一谈为什么数据产权问题是重要的；

2. 将上述场景定义为策略式博弈，并求解博弈的纯策略纳什均衡；

3. 称一纳什均衡是对称的，如果在该纳什均衡中，所有参与人的策略

（纯策略或混合策略）都是相同的。求解该博弈的对称混合策略纳什

均衡，并说明从这一结果中能得到的启示。
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公共物品博弈的均衡 混合策略纳什均衡
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择：买或不买，他们的决策是独立做出的（互相之间没有交流）。并且

只要有一个课题组购买，所有课题组就可以共用数据。购买数据为每个

课题组带来的效用为 𝑢，购买数据的课题组需要支付价格 𝑝。设 𝑢 >
𝑝 > 0，每个课题组的效用函数形式为拟线性效用函数，回答下列问题：
1. “只要有一个课题组购买，所有课题组就可以共用数据”体现了数据的

什么性质？基于这一性质简要谈一谈为什么数据产权问题是重要的；

2. 将上述场景定义为策略式博弈，并求解博弈的纯策略纳什均衡；

3. 称一纳什均衡是对称的，如果在该纳什均衡中，所有参与人的策略

（纯策略或混合策略）都是相同的。求解该博弈的对称混合策略纳什

均衡，并说明从这一结果中能得到的启示。

纯策略纳什均衡恰为“恰有一个课题组购买”的所有策略组合，共有 𝑛 个

（提示：分无人购买、至少有两人购买、恰有一人购买三种情况讨论）。
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公共物品博弈的均衡 混合策略纳什均衡

接下来求对称混合策略纳什均衡。设每个课题组都以概率 𝑥 购买数据，其

中 0 < 𝑥 < 1。对任意课题组 𝑖：
• 若 𝑖 选择购买，则无论其他课题组如何行动，其效用恒为 𝑢 − 𝑝；
• 若 𝑖 选择不购买，则只有当其余 𝑛 − 1 个课题组中至少有一个购买时，

它才能获得效用 𝑢，因此期望效用等于

𝑢[1 − (1 − 𝑥)𝑛−1].

根据无差异原则，

𝑢 − 𝑝 = 𝑢[1 − (1 − 𝑥)𝑛−1] ⟹ 𝑥∗ = 1 − (𝑝
𝑢

)
1

𝑛−1

这一结果表明该博弈存在典型的搭便车问题：每个课题组都希望“别人买、

自己用”；当 𝑛 增大时，𝑥∗ 减小，说明群体越大，单个课题组越不愿意承

担购买成本；并且有 (1 − 𝑥∗)𝑛 = ( 𝑝
𝑢)

𝑛
𝑛−1 > 0 的概率无人购买，因此如果

缺乏产权保护等机制，数据供给仍可能不足。
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混合策略纳什均衡的存在性与计算复杂性 混合策略纳什均衡

尽管并非所有博弈都有纳什均衡，但是下面的纳什定理告诉我们，每个有

限的策略型博弈都有至少一个混合策略纳什均衡：

纳什定理

每一个策略型博弈 𝐺，如果参与人的个数有限，每个参与人的纯策略数
目有限，那么 𝐺 至少有一个混合策略纳什均衡。

证明超出本门课程范围（需要使用布劳威尔不动点定理、角谷不动点定理

等），感兴趣的同学可以参考相关书目。
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混合策略纳什均衡的存在性与计算复杂性 混合策略纳什均衡

尽管并非所有博弈都有纳什均衡，但是下面的纳什定理告诉我们，每个有

限的策略型博弈都有至少一个混合策略纳什均衡：

纳什定理

每一个策略型博弈 𝐺，如果参与人的个数有限，每个参与人的纯策略数
目有限，那么 𝐺 至少有一个混合策略纳什均衡。

证明超出本门课程范围（需要使用布劳威尔不动点定理、角谷不动点定理

等），感兴趣的同学可以参考相关书目。

关于混合策略纳什均衡的计算，根据定义可以转化为线性可行性问题，有

指数时间的求解方式，自然的问题是，是否存在多项式时间的通用解法？

答案是，不知道是否存在：

定理（陈汐，邓小铁）

双人博弈纳什均衡的计算是 PPAD 完全问题。

我们不在此解释 PPAD 完全的含义，只需知道目前是没有多项式时间算法

可以计算一般的两人博弈的混合策略纳什均衡。
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引入：蜈蚣博弈 完全信息动态博弈

蜈蚣博弈：两个参与人依次行动：在奇数轮 𝑡 = 1, 3, …, 99，参与人 1 选

择停止博弈（𝑆）或者继续博弈（𝐶），如果他在第 𝑡 轮选择停止，收益为 

(𝑡, 𝑡 − 1)，否则继续博弈；在偶数轮 𝑡 = 2, 4, …, 100，参与人 2 选择停止

博弈（𝑆）或者继续博弈（𝐶），如果他在第 𝑡 轮选择停止，收益为 (𝑡 −
2, 𝑡 + 1)，否则继续。如果最初 99 轮没人停止，那么 100 轮后博弈结束，

双方收益为 (101, 100)。下图表现了为什么这一博弈被称为蜈蚣博弈：

和你身边的同学两两一组玩这一博弈，看一看你们的选择是什么？（可以

只玩十轮的）
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基本概念 完全信息动态博弈

不难看出，上述博弈出现了参与人多轮交互，整体博弈被表达为了一棵

树，这一类博弈被称为扩展式博弈（extensive-form game），其中

• 根节点表示博弈的开始，每个叶节点都标志博弈的一个结束点；

• 每个非叶节点上都需要标注这一步的行动者；

• 每个叶节点上需要标注博弈在这一终点下的参与人效用。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 04: 博弈论基础（二） 19 / 45

yhwu_is@zju.edu.cn


基本概念 完全信息动态博弈

不难看出，上述博弈出现了参与人多轮交互，整体博弈被表达为了一棵

树，这一类博弈被称为扩展式博弈（extensive-form game），其中
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• 每个非叶节点上都需要标注这一步的行动者；

• 每个叶节点上需要标注博弈在这一终点下的参与人效用。

扩展式博弈每个参与人的策略是一个向量，表示其在所有可能行动的节点

上的行动。例如蜈蚣博弈中参与人 1 的策略可能是 (𝐶, 𝐶, 𝑆, 𝐶, …, 𝑆, 𝐶)；
• 即使选定某一策略后博弈停止，也要将此后所有节点的策略都定义好。
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基本概念 完全信息动态博弈
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树，这一类博弈被称为扩展式博弈（extensive-form game），其中
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• 每个叶节点上需要标注博弈在这一终点下的参与人效用。

扩展式博弈每个参与人的策略是一个向量，表示其在所有可能行动的节点

上的行动。例如蜈蚣博弈中参与人 1 的策略可能是 (𝐶, 𝐶, 𝑆, 𝐶, …, 𝑆, 𝐶)；
• 即使选定某一策略后博弈停止，也要将此后所有节点的策略都定义好。

一个扩展式博弈的子博弈（subgame）由一个节点 𝑥 和所有该节点的后继

节点组成；

• 实际上就是 𝑥 为根的子树，记为 Γ(𝑥)。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 04: 博弈论基础（二） 19 / 45

yhwu_is@zju.edu.cn


完美信息博弈 完全信息动态博弈

如果每个参与人在选择行动时，都知道他位于博弈树的哪个节点上，那么

这个博弈就是完美信息博弈（game with perfect information），例如蜈

蚣博弈，国际象棋等；

• 但很多博弈不符合这一条件，例如德州扑克或者斗地主等扑克牌游戏，

你不知道其他玩家的手牌。
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完美信息博弈 完全信息动态博弈

如果每个参与人在选择行动时，都知道他位于博弈树的哪个节点上，那么

这个博弈就是完美信息博弈（game with perfect information），例如蜈

蚣博弈，国际象棋等；

• 但很多博弈不符合这一条件，例如德州扑克或者斗地主等扑克牌游戏，

你不知道其他玩家的手牌。

德州扑克 AI 战胜人类：NIPS’17 best paper

每个年代有自己最关注的热点，但什么文章能具有长久影响力是未知的。
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子博弈完美均衡 完全信息动态博弈

下面介绍完全信息动态博弈的均衡概念，需要扩展普通的纳什均衡概念。

定义

在扩展式博弈 Γ 中，一个策略向量 𝜎∗ 是子博弈完美均衡（subgame 

perfect equilibrium），如果对于博弈的任意子博弈 Γ(𝑥)，局限在那
个子博弈的策略向量 𝜎∗ 是 Γ(𝑥) 的纳什均衡：对每个参与人 𝑖，每个策
略 𝜎𝑖 和子博弈 Γ(𝑥)，

𝑢𝑖(𝜎∗ | 𝑥) ⩾ 𝑢𝑖(𝜎𝑖, 𝜎∗
−𝑖 | 𝑥)

这一定义是很直观的，因为如果某个子博弈 Γ(𝑥) 上参与人存在有利可图
的偏离，那么全局来看这也是一个有利可图的偏离。
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子博弈完美均衡 完全信息动态博弈

下面介绍完全信息动态博弈的均衡概念，需要扩展普通的纳什均衡概念。

定义

在扩展式博弈 Γ 中，一个策略向量 𝜎∗ 是子博弈完美均衡（subgame 

perfect equilibrium），如果对于博弈的任意子博弈 Γ(𝑥)，局限在那
个子博弈的策略向量 𝜎∗ 是 Γ(𝑥) 的纳什均衡：对每个参与人 𝑖，每个策
略 𝜎𝑖 和子博弈 Γ(𝑥)，

𝑢𝑖(𝜎∗ | 𝑥) ⩾ 𝑢𝑖(𝜎𝑖, 𝜎∗
−𝑖 | 𝑥)

这一定义是很直观的，因为如果某个子博弈 Γ(𝑥) 上参与人存在有利可图
的偏离，那么全局来看这也是一个有利可图的偏离。

当一个博弈存在不止一个均衡时，我们希望基于合理的选择标准选择一些

均衡，而剔除另一些均衡，这样的一个选择叫做均衡精炼（equilibrium 

refinements）。

• 子博弈完美均衡是否是纳什均衡的精炼？换言之，是否存在不是子博弈

完美均衡的纳什均衡？
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子博弈完美均衡的例子 完全信息动态博弈

1. 这一博弈有两个纯策略纳什均衡：(𝐴, 𝐶) 和 (𝐵, 𝐷)，参与人 I 更偏好 

(𝐵, 𝐷)，参与人 II 更偏好 (𝐴, 𝐶)；
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子博弈完美均衡的例子 完全信息动态博弈

1. 这一博弈有两个纯策略纳什均衡：(𝐴, 𝐶) 和 (𝐵, 𝐷)，参与人 I 更偏好 

(𝐵, 𝐷)，参与人 II 更偏好 (𝐴, 𝐶)；

2. (𝐴, 𝐶) 不是子博弈完美均衡，因为在 𝑥2 处参与人 II 存在有利可图的偏

离：选择 𝐷 而不是 𝐶（因此子博弈完美均衡的确是纳什均衡的精炼）；
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子博弈完美均衡的例子 完全信息动态博弈

1. 这一博弈有两个纯策略纳什均衡：(𝐴, 𝐶) 和 (𝐵, 𝐷)，参与人 I 更偏好 

(𝐵, 𝐷)，参与人 II 更偏好 (𝐴, 𝐶)；

2. (𝐴, 𝐶) 不是子博弈完美均衡，因为在 𝑥2 处参与人 II 存在有利可图的偏

离：选择 𝐷 而不是 𝐶（因此子博弈完美均衡的确是纳什均衡的精炼）；

3. 在 (𝐴, 𝐶) 下，I 不会偏离均衡，是因为 II 威胁 I：如果你选择 𝐵，我就
选择 𝐶，然而这个威胁显然是不可置信的，因为如果 I 选择 𝐵，那么 II 

还是选择 𝐷 更有利。
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子博弈完美均衡的充分条件 完全信息动态博弈

例子中 (𝐴, 𝐶) 能作为均衡，或者说 𝐶 这一被 𝐷 占优的策略可以成为均

衡，是因为 (𝐴, 𝐶) 到不了真正要选择 𝐶, 𝐷 的 𝑥2 点。
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子博弈完美均衡的充分条件 完全信息动态博弈

例子中 (𝐴, 𝐶) 能作为均衡，或者说 𝐶 这一被 𝐷 占优的策略可以成为均

衡，是因为 (𝐴, 𝐶) 到不了真正要选择 𝐶, 𝐷 的 𝑥2 点。

用 𝑃𝜎(𝑥) 表示当实施策略向量 𝜎 时，博弈展开将造访节点 𝑥 的概率。有

如下定理：

定理

令 𝜎∗ 是扩展式博弈 Γ 的纳什均衡，如果对所有 𝑥 都有 𝑃𝜎∗(𝑥) > 0，那
么 𝜎∗ 是子博弈完美均衡。

• 定理是显然的，因为如果 𝜎∗ 不是子博弈完美均衡，那么在某个子博弈 

Γ(𝑥) 上存在有利可图的偏离，并且这个偏离产生的概率不为 0，因此也

可以带来全局的有利可图的偏离;

• 推论：完全混合的纳什均衡是子博弈完美均衡。
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逆向归纳法 完全信息动态博弈

如何找到完美信息博弈的子博弈完美均衡？直观：要求每个子博弈都是均

衡，可以从最小的子博弈出发求解：
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逆向归纳法 完全信息动态博弈

如何找到完美信息博弈的子博弈完美均衡？直观：要求每个子博弈都是均

衡，可以从最小的子博弈出发求解：

从最小的子博弈出发，即 Γ(𝑥3) 和 Γ(𝑥4)，选择图中加粗的策略（子博弈
的均衡），然后将均衡结果替代子博弈，逐步向上推导到根节点即可（因

此子博弈完美均衡是 (𝑎𝑒, 𝑐)）
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逆向归纳法 完全信息动态博弈

这一方法称为逆向归纳法（backward induction），该方法的应用保证了

每一个子博弈都使用了均衡策略，并且每一步都能做出选择，由此可得：

定理

每个有限完美信息扩展式博弈都至少有一个子博弈完美纯策略均衡。
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逆向归纳法 完全信息动态博弈

这一方法称为逆向归纳法（backward induction），该方法的应用保证了

每一个子博弈都使用了均衡策略，并且每一步都能做出选择，由此可得：

定理

每个有限完美信息扩展式博弈都至少有一个子博弈完美纯策略均衡。

然而逆向归纳法存在局限性：不是子博弈完美均衡的均衡可能更好：

• 重复囚徒困境有限轮，逆向归纳法会得到两个罪犯在每一轮都选择承认

（因此需要新的博弈建模方式描述人们在长期关系中会合作这一事实）；

• 蜈蚣博弈：

显然，逆向归纳法的结果是参与人在第一轮就要选择停止，但现实中通

常双方都会试探前进一段才会结束。
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 完全信息动态博弈

经济学中子博弈完美均衡最基本的应用就是产量领导模型（或称斯塔克尔

伯格（Stackelberg）模型），常用于描述有一家厂商处于支配地位或充当

自然领导者的行业。例如 IBM 是具有支配地位的企业，通常观察到的其

它小企业的行为模式是等待 IBM 宣布新产量然后调整自己的产量决策，

此时 IBM 就是斯塔克尔伯格领导者，其它厂商是跟随者。
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 完全信息动态博弈

经济学中子博弈完美均衡最基本的应用就是产量领导模型（或称斯塔克尔

伯格（Stackelberg）模型），常用于描述有一家厂商处于支配地位或充当

自然领导者的行业。例如 IBM 是具有支配地位的企业，通常观察到的其

它小企业的行为模式是等待 IBM 宣布新产量然后调整自己的产量决策，

此时 IBM 就是斯塔克尔伯格领导者，其它厂商是跟随者。

设市场中有两个厂商：

• 厂商 1 是领导者，选择产量 𝑦1；

• 厂商 2 是跟随者，选择产量 𝑦2；

• 用 𝑝(𝑦1 + 𝑦2) 表示总产量为 𝑦1 + 𝑦2 时的市场价格；

• 𝑐1(𝑦1) 和 𝑐2(𝑦2) 表示厂商 1 和 2 在生产 𝑦1 和 𝑦2 单位商品时的成本。

画出对应的博弈树，思考如何使用逆向归纳法形式化求解子博弈完美均衡
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 完全信息动态博弈

使用逆向归纳法，第一步应该是求解在厂商 1 的任意策略 𝑦1 下厂商 2 的

最优反应 𝑦2 = 𝑓2(𝑦1)，然后厂商 1 看哪个 𝑦1 结合对应的 𝑓2(𝑦1) 能实现自
己的收益最大化。因此厂商 1 的利润最大化决策可以综合表达为：

max
𝑦1

𝜋1(𝑦1, 𝑦2) = 𝑝(𝑦1 + 𝑦2)𝑦1 − 𝑐1(𝑦1)

s.t. 𝑦2 = arg max
𝑦2

𝜋2(𝑦1, 𝑦2) = 𝑝(𝑦1 + 𝑦2)𝑦2 − 𝑐2(𝑦2)

• 这是一个双层优化问题（bi-level optimization problem），即优化的

约束条件是另一个优化问题：厂商 1 在做决策时，他知道厂商 2 会根据

他的决策做出最优反应；

• 求解过程：先求解厂商 2 的最优反应函数 𝑦∗
2 = 𝑓2(𝑦1)，然后将其代入厂

商 1 的利润函数中，求解厂商 1 的最优产量 𝑦∗
1。
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 完全信息动态博弈

例

设总产量为 𝑦1 + 𝑦2 时的市场价格为 2 − 𝑦1 − 𝑦2，并且厂商 1 和 2 的生

产一件产品的单位生产成本分别为 𝑐1, 𝑐2，求在该假设下二者的子博弈

完美均衡产量。
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 完全信息动态博弈

例

设总产量为 𝑦1 + 𝑦2 时的市场价格为 2 − 𝑦1 − 𝑦2，并且厂商 1 和 2 的生

产一件产品的单位生产成本分别为 𝑐1, 𝑐2，求在该假设下二者的子博弈

完美均衡产量。

先写出厂商 1 和 2 的利润函数：

𝜋1 = (2 − 𝑦1 − 𝑦2)𝑦1 − 𝑐1𝑦1,
𝜋2 = (2 − 𝑦1 − 𝑦2)𝑦2 − 𝑐2𝑦2,

然后先对给定 𝑦1 的情况下求厂商 2 的最优反应，解得

𝑦2 = 2 − 𝑦1 − 𝑐2
2

,
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 完全信息动态博弈

然后将 𝑦2 代入厂商 1 的利润函数，求解得到最优的

𝑦∗
1 = 2 + 𝑐2 − 2𝑐1

2
,

最后将 𝑦1 代入 𝑦2 的表达式，求解得到最优的

𝑦∗
2 = 2 + 2𝑐1 − 3𝑐2

4
.
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 完全信息动态博弈

然后将 𝑦2 代入厂商 1 的利润函数，求解得到最优的

𝑦∗
1 = 2 + 𝑐2 − 2𝑐1

2
,

最后将 𝑦1 代入 𝑦2 的表达式，求解得到最优的

𝑦∗
2 = 2 + 2𝑐1 − 3𝑐2

4
.

• 上述结果能如何联系到实际？

• 上述求解过程和古诺竞争的区别？

• 事实上古诺竞争和斯塔克尔伯格竞争都是在纳什均衡的概念提出之前就

已经被研究了，因此纳什均衡统一了这些博弈背后的思想。
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行业博弈的例子 不完全信息博弈

现实中的博弈不一定是完全信息的，例如德州扑克游戏中我们不知道对手

的手牌，厂商竞争互相之间的实力也并非完全已知，因此需要引入不完全

信息博弈（game with incomplete information）来描述这些场景。
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行业博弈的例子 不完全信息博弈

现实中的博弈不一定是完全信息的，例如德州扑克游戏中我们不知道对手

的手牌，厂商竞争互相之间的实力也并非完全已知，因此需要引入不完全

信息博弈（game with incomplete information）来描述这些场景。

考虑一个包括两个企业的行业博弈。假定这个行业有一个在位者（参与人 

1）和一个潜在的进入者（参与人 2）。参与人 1 决定是否建立一个新工

厂，同时参与人 2 决定是否进入该行业。假定参与人 2 不知道参与人 1 

建厂的成本是 3 还是 0，但参与人 1 自己知道。

进入 不进入

建厂

不建厂

0, −1 2, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
高时的收益

进入 不进入

建厂

不建厂

3, −1 5, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
低时的收益
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行业博弈的例子 不完全信息博弈

现实中的博弈不一定是完全信息的，例如德州扑克游戏中我们不知道对手

的手牌，厂商竞争互相之间的实力也并非完全已知，因此需要引入不完全

信息博弈（game with incomplete information）来描述这些场景。

考虑一个包括两个企业的行业博弈。假定这个行业有一个在位者（参与人 

1）和一个潜在的进入者（参与人 2）。参与人 1 决定是否建立一个新工

厂，同时参与人 2 决定是否进入该行业。假定参与人 2 不知道参与人 1 

建厂的成本是 3 还是 0，但参与人 1 自己知道。

进入 不进入

建厂

不建厂

0, −1 2, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
高时的收益

进入 不进入

建厂

不建厂

3, −1 5, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
低时的收益

假设参与人 2 对参与人 1 的类型有先验概率：认为参与人 1 成本为 3（成
本高）的概率为 𝑝，成本为 0（成本低）的概率为 1 − 𝑝。
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行业博弈均衡计算 不完全信息博弈

进入 不进入

建厂

不建厂

0, −1 2, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
高时的收益

进入 不进入

建厂

不建厂

3, −1 5, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
低时的收益

• 求解均衡前首先检查是否存在劣策略：参与人 1 有占优策略：成本低，

建厂；成本高，不建厂；从而轻松得到参与人 1 的均衡策略；
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行业博弈均衡计算 不完全信息博弈

进入 不进入

建厂

不建厂

0, −1 2, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
高时的收益

进入 不进入

建厂

不建厂

3, −1 5, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
低时的收益

• 求解均衡前首先检查是否存在劣策略：参与人 1 有占优策略：成本低，

建厂；成本高，不建厂；从而轻松得到参与人 1 的均衡策略；

• 根据参与人 1 的策略，参与人 2 进入的期望效用为

𝑝 − (1 − 𝑝) = 2𝑝 − 1,

不进入的期望效用为 0；

• 因此当 𝑝 > 1/2 时，对于参与人 2，选择进入优于不进入，故选择进
入，𝑝 < 1/2 则选择不进入，𝑝 = 1/2 二者无差异。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 04: 博弈论基础（二） 32 / 45

yhwu_is@zju.edu.cn


行业博弈均衡计算 不完全信息博弈

上页例子的均衡因为参与人 1 在两种情况下均存在占优策略而十分容易求

解。如果将低成本时的建厂成本设定为 1.5，如下表，则参与人 1 只在高

成本时有占优策略（不建厂）。

进入 不进入

建厂

不建厂

0, −1 2, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
高时的收益

进入 不进入

建厂

不建厂

1.5, −1 3.5, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
低时的收益
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行业博弈均衡计算 不完全信息博弈

上页例子的均衡因为参与人 1 在两种情况下均存在占优策略而十分容易求

解。如果将低成本时的建厂成本设定为 1.5，如下表，则参与人 1 只在高

成本时有占优策略（不建厂）。

进入 不进入

建厂

不建厂

0, −1 2, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
高时的收益

进入 不进入

建厂

不建厂

1.5, −1 3.5, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
低时的收益

接下来只能使用无差异原则求解均衡。设参与人 1 低成本时建厂概率为 

𝑥，参与人 2 进入概率为 𝑦。首先考虑是否存在纯策略均衡：
• 𝑥 = 1, 𝑦 = 0（对应纯策略组合（建厂，不进入）），对低成本的参与人 1 

而言，𝑥 = 1 是 𝑦 = 0 的最优反应；对参与人 2，𝑥 = 1 时，𝑦 = 0 的效

用为 0，𝑦 = 1 的效用为 𝑝 − (1 − 𝑝) = 2𝑝 − 1，故 𝑦 = 0 是 𝑥 = 1 的最优

反应当且仅当 𝑝 ⩽ 1/2；
• 同理可以验证 𝑥 = 0, 𝑦 = 1 在任意的 𝑝 下都是均衡。
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行业博弈均衡计算 不完全信息博弈

进入 不进入

建厂

不建厂

0, −1 2, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
高时的收益

进入 不进入

建厂

不建厂

1.5, −1 3.5, 0

2, 1 3, 0

参与人 1 的建厂成本
低时的收益

接下来考虑混合策略均衡，根据无差异条件：

• 低成本参与人 1 是否建厂无差异：

1.5𝑦 + 3.5(1 − 𝑦) = 2𝑦 + 3(1 − 𝑦),

解得 𝑦 = 1/2;

• 参与人 2 是否进入无差异：

𝑝 + (1 − 𝑝)(−𝑥 + (1 − 𝑥)) = 0,

解得 𝑥 = 1/(2(1 − 𝑝))。
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行业博弈均衡计算 不完全信息博弈

总而言之，这一博弈存在两个纯策略均衡（其中一个有条件）和一个混合

策略纳什均衡

• 均衡下高成本参与人 1 永远选择占优策略不建厂；

• 当 𝑝 ⩽ 1/2 时，低成本参与人 1 选择建厂，参与人 2 选择不进入；

• 低成本参与人 1 选择不建厂，参与人 2 选择进入；

• 低成本参与人 1 以 𝑥 = 1/(2(1 − 𝑝)) 概率选择建厂，参与人 2 以概率 

1/2 选择进入。

你能从这一均衡中观察到什么

• 学会从解的直观中判断解是否正确/合理
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不完全信息博弈的定义 不完全信息博弈

从行业博弈出发，不完全信息博弈定义在策略式博弈基础上有如下改变：

• 原先的三元组需要扩展为五元组，需要增加每个参与人的类型集合 

(𝑇𝑖)𝑖∈𝑁  和类型的先验分布 𝑝；

‣ 先验分布 𝑝 是给每种类型向量 (𝑡1, …, 𝑡𝑛) 赋予一个概率；

‣ 行业博弈中参与人 2 只有一种默认类型，故先验分布定义在两种类型

向量（高成本，默认类型）和（低成本，默认类型）上，此处显然默

认类型可以被省略，因此可以只定义参与人 1 两种类型的先验概率；

‣ 读者可以想象扑克牌游戏的场景，在发牌之前各个参与人之间对其他

人的牌的分布会有一个大致的估计，这一估计就是先验分布。
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不完全信息博弈的定义 不完全信息博弈

在一般的情况下，上述 𝑝 给出的是联合概率分布，因此边际概率分布为

𝑝(𝑡𝑖) = ∑
𝑡−𝑖

𝑝(𝑡𝑖, 𝑡−𝑖).

参与人是知道自己的类型为 𝑡𝑖 的，故对其他人的类型有后验概率分布为

𝑝(𝑡−𝑖 | 𝑡𝑖) = 𝑝(𝑡𝑖, 𝑡−𝑖)
𝑝(𝑡𝑖)

= 𝑝(𝑡𝑖, 𝑡−𝑖)
∑𝑡−𝑖

𝑝(𝑡𝑖, 𝑡−𝑖)
.

注意此前的行业博弈无需更新后验分布，事实上只要不同参与人是独立的

就无需更新后验分布。
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不完全信息博弈的定义 不完全信息博弈

• 此外，先验分布是所有参与人的共同知识；

‣ 例如斗地主时大家都会认为一方有很多炸弹的概率是比较小的；

‣ 更复杂的模型中可能会有更弱的假设；
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不完全信息博弈的定义 不完全信息博弈

• 此外，先验分布是所有参与人的共同知识；

‣ 例如斗地主时大家都会认为一方有很多炸弹的概率是比较小的；

‣ 更复杂的模型中可能会有更弱的假设；

• 原先的参与人策略需要扩展至对参与人的每种类型都定义一个策略；

‣ 例如行业博弈求解了参与人 1 高类型和低类型下的策略；

‣ 尽管参与人知道自己的类型，但参与人还是要为每个类型都定义策略

的，这是因为其他参与人不知道你的类型，但计算均衡时需要基于所

有类型下的策略才能算出效用；

‣ 参与人 𝑖 类型为 𝑡𝑖 下选择纯策略 𝑠𝑖 的概率记为 𝜎𝑖(𝑡𝑖; 𝑠𝑖)。
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不完全信息博弈的定义 不完全信息博弈

• 此外，先验分布是所有参与人的共同知识；

‣ 例如斗地主时大家都会认为一方有很多炸弹的概率是比较小的；

‣ 更复杂的模型中可能会有更弱的假设；

• 原先的参与人策略需要扩展至对参与人的每种类型都定义一个策略；

‣ 例如行业博弈求解了参与人 1 高类型和低类型下的策略；

‣ 尽管参与人知道自己的类型，但参与人还是要为每个类型都定义策略

的，这是因为其他参与人不知道你的类型，但计算均衡时需要基于所

有类型下的策略才能算出效用；

‣ 参与人 𝑖 类型为 𝑡𝑖 下选择纯策略 𝑠𝑖 的概率记为 𝜎𝑖(𝑡𝑖; 𝑠𝑖)。

• 最后，参与人 𝑖 的效用与类型相关（回忆行业博弈高低成本参与人 1）；
‣ 当所有人类型组合为 𝑡，纯策略组合为 𝑠 时的效用记为 𝑢𝑖(𝑡; 𝑠)；
‣ 注意效用与所有人的类型相关（可以考虑你和一个能力未知的人匹配

打游戏），而策略只与自己的类型相关。
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不完全信息博弈的均衡 不完全信息博弈

注：以下内容比较形式化，只需要理解大致思想即可

均衡的定义需要涉及收益的比较，故此处简单展开计算。当参与人策略组

合为 𝜎 = (𝜎1, …, 𝜎𝑛) 时，如果参与人类型组合是 𝑡 = (𝑡1, …, 𝑡𝑛)，那么每
个纯策略组合 (𝑠1, …, 𝑠𝑛) 被选择的概率是 ∏𝑖∈𝑁 𝜎𝑖(𝑡𝑖; 𝑠𝑖)，因此参与人 𝑖 
的期望收益是

𝑈𝑖(𝑡; 𝜎) = ∑
𝑠∈𝑆

∏
𝑛

𝑖=1
𝜎𝑖(𝑡𝑖; 𝑠𝑖)𝑢𝑖(𝑡; 𝑠),
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不完全信息博弈的均衡 不完全信息博弈

注：以下内容比较形式化，只需要理解大致思想即可

均衡的定义需要涉及收益的比较，故此处简单展开计算。当参与人策略组

合为 𝜎 = (𝜎1, …, 𝜎𝑛) 时，如果参与人类型组合是 𝑡 = (𝑡1, …, 𝑡𝑛)，那么每
个纯策略组合 (𝑠1, …, 𝑠𝑛) 被选择的概率是 ∏𝑖∈𝑁 𝜎𝑖(𝑡𝑖; 𝑠𝑖)，因此参与人 𝑖 
的期望收益是

𝑈𝑖(𝑡; 𝜎) = ∑
𝑠∈𝑆

∏
𝑛

𝑖=1
𝜎𝑖(𝑡𝑖; 𝑠𝑖)𝑢𝑖(𝑡; 𝑠),

上述表达式中在不完全信息的情况下存在不确定性：参与人不知道其它参

与人的类型，因此需要进一步对类型求取期望，得到（将 𝑡 拆成 𝑡𝑖, 𝑡−𝑖）

𝑈𝑖(𝜎) ≜ 𝔼𝑡−𝑖
𝑈𝑖(𝑡𝑖, 𝑡−𝑖; 𝜎) = ∑

𝑡−𝑖

𝑝(𝑡−𝑖 | 𝑡𝑖)𝑈𝑖(𝑡𝑖, 𝑡−𝑖; 𝜎).

这就得到了参与人策略组合为 𝜎 = (𝜎1, …, 𝜎𝑛) 时，每个参与人 𝑖 效用的形
式化表达。
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不完全信息博弈的均衡 不完全信息博弈

基于此可以给出不完全信息（静态）博弈的均衡概念的定义：

定义

不完全信息博弈的策略向量 𝜎∗ = (𝜎∗
1, …, 𝜎∗

𝑛) 是不完全信息博弈的贝叶
斯均衡（Bayesian equilibrium），如果对每个参与人 𝑖，每个类型 𝑡𝑖 
以及每个可能的纯策略 𝑠𝑖，都有

𝑈𝑖(𝜎∗) ⩾ 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖).

注意定义中的两个细节：

• 对每个类型 𝑡𝑖 的原因在于此前计算 𝑈𝑖(𝜎) 时是基于参与人已知自己类型 

𝑡𝑖 的后验概率分布的；
• 只需要考虑向纯策略 𝑠𝑖 的偏离的原因在此前混合策略纳什均衡的等价

定义中已经解释。
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不完全信息博弈的三个阶段 不完全信息博弈

可以完整地叙述一个不完全信息博弈的进行顺序：

1. 自然（nature）根据概率分布 𝑝 抽取类型向量 𝑡 = (𝑡1, …, 𝑡𝑛) 赋予每个
参与人，从而每个参与人 𝑖 知道自己的类型 𝑡𝑖，但不知道其他参与人的
具体类型 𝑡−𝑖；

• 自然是博弈论中通常用于描述随机源的方式；

• 因此参与人的类型也被称为自然的状态；

2. 参与人 𝑖 知道自己的类型后更新信息：对其他人类型的分布更新为 

𝑝(𝑡−𝑖 | 𝑡𝑖)，然后所有参与人同时选择自己的行动；

3. 每个参与人 𝑖 得到收益 𝑢𝑖(𝑡; 𝑠)，其中 𝑠 = (𝑠1, …, 𝑠𝑛) 是所有参与人的纯
策略组合。
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不完全信息博弈的三个阶段 不完全信息博弈

当然读者可能心里会有一个疑惑：这里讨论的是静态博弈，但前面的行动

顺序看起来像是动态博弈。
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不完全信息博弈的三个阶段 不完全信息博弈

当然读者可能心里会有一个疑惑：这里讨论的是静态博弈，但前面的行动

顺序看起来像是动态博弈。

• 仔细观察便会发现，自然的行动并非策略性的，与参与人之间没有交

互，最后一步的结果在第二步选择行动后就确定了；

• 尽管这并非真的动态博弈，但上述三个步骤划分了经济学文献中常见的

不完全信息博弈的三个阶段：

‣ 每个人类型被指派之前的阶段被称为事前阶段（ex ante）；

‣ 每个人类型被指派之后的阶段被称为事中阶段（interim）；

‣ 收益确定之后的阶段被称为事后阶段（ex post）；

• 不同阶段的关键差异在于参与人拥有的信息不同。
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不完全信息博弈的三个阶段 不完全信息博弈

当然读者可能心里会有一个疑惑：这里讨论的是静态博弈，但前面的行动

顺序看起来像是动态博弈。

• 仔细观察便会发现，自然的行动并非策略性的，与参与人之间没有交

互，最后一步的结果在第二步选择行动后就确定了；

• 尽管这并非真的动态博弈，但上述三个步骤划分了经济学文献中常见的

不完全信息博弈的三个阶段：

‣ 每个人类型被指派之前的阶段被称为事前阶段（ex ante）；

‣ 每个人类型被指派之后的阶段被称为事中阶段（interim）；

‣ 收益确定之后的阶段被称为事后阶段（ex post）；

• 不同阶段的关键差异在于参与人拥有的信息不同。

最后值得一提的是，提出这一不完全信息博弈框架的约翰·海萨尼（John 

C. Harsanyi）与纳什同在 1994 年获得诺贝尔经济学奖。当年获得诺贝尔

经济学奖的还有莱茵哈德·泽尔腾（Reinhard Selten），其最著名的贡献是

提出了子博弈完美纳什均衡的概念。
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不完全信息古诺竞争 不完全信息博弈

在行业博弈的例子中，参与人类型空间离散，行动空间也离散。下面的例

子对应类型空间离散，但行动空间连续的情况（二者都连续的情况在拍卖

中介绍）。

注：行动空间连续的情况只考虑纯策略均衡，混合策略求解比较复杂

回忆古诺竞争是两个寡头同时决定产量的博弈。假定企业的利润为 𝑢𝑖 =
𝑞𝑖(𝜃𝑖 − 𝑞𝑖 − 𝑞𝑗)，其中 𝜃𝑖 是线性需求函数的截距与企业 𝑖 的单位成本之
差，𝑞𝑖 是企业 𝑖 选择的产量。

企业 1 的类型 𝜃1 = 1 是共同知识，但企业 2 拥有关于其单位成本的私人

信息。企业 1 认为 𝜃2 = 3/4（高成本）和 5/4（低成本）的概率均为 1/2，
且先验分布是共同知识。

首先将博弈表达为不完全信息的形式（写出五元组）
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不完全信息古诺竞争 不完全信息博弈

求解博弈的纯策略均衡。记企业 1 的产量为 𝑞1，企业 2 在 𝜃2 = 5/4 时的

产量为 𝑞𝐿
2，在 𝜃2 = 3/4 时的产量为 𝑞𝐻

2 。企业 2 的均衡产量必须满足

𝑞2(𝜃2) ∈ arg max
𝑞2

𝑞2(𝜃2 − 𝑞1 − 𝑞2) ⇒ 𝑞2(𝜃2) = 𝜃2 − 𝑞1
2
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不完全信息古诺竞争 不完全信息博弈

求解博弈的纯策略均衡。记企业 1 的产量为 𝑞1，企业 2 在 𝜃2 = 5/4 时的

产量为 𝑞𝐿
2，在 𝜃2 = 3/4 时的产量为 𝑞𝐻

2 。企业 2 的均衡产量必须满足

𝑞2(𝜃2) ∈ arg max
𝑞2

𝑞2(𝜃2 − 𝑞1 − 𝑞2) ⇒ 𝑞2(𝜃2) = 𝜃2 − 𝑞1
2

企业 1 不知道企业 2 属于哪种类型，因此他的收益只能是对企业 2 的类型

取期望：

𝑞1 ∈ arg max
𝑞1

1
2
𝑞1(1 − 𝑞1 − 𝑞𝐿

2 ) + 1
2
𝑞1(1 − 𝑞1 − 𝑞𝐻

2 )

⇒ 𝑞1 = 2 − 𝑞𝐻
2 − 𝑞𝐿

2
4

将 𝜃2 的两个取值代入 𝑞2(𝜃2)，解得 𝑞1 = 1/3, 𝑞𝐿
2 = 11/24, 𝑞𝐻

2 = 5/24。事
实上这也是博弈唯一的贝叶斯均衡（为什么）。
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不完全信息古诺竞争 不完全信息博弈

• 如果两个厂商都知道厂商 2 的类型，可以求出高低两种情况的纳什均

衡，可以计算出此时的利润然后取平均；

• 如果两个厂商都不知道厂商 2 的类型，本质上退回完全信息情景

‣ 厂商 2 自己都不知道自己的类型，故只能按平均值计算自己的策略，

厂商 1 也知道厂商 2 按平均值计算，从而博弈退化到完全信息场景

关于厂商 2 的类型的知识 厂商 1 的利润 厂商 2 的利润

两个厂商都不知道 1/9 1/9
只有厂商 2 知道 1/9 ≈ 0.127
两个厂商都知道 17/144 5/36

上述结果能给予你怎样的启示？
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