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独立系统
我们首先引入这一类问题：我们在执行某种算法时可以选择给定集合内的一个个元素，
构成一个新的集合，这个集合存在某种约束，当我们选得足够多时就会打破这个约束，
此时该算法就会停止，我们选择的集合就会停留在打破前的一刻。我们的目标一般是
最大化（最小化）我们所选集合中所有元素的取值和。
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独立系统



独立系统

比如说左图{ e1,e2,e3}这个
集合就是一个相关集，而
{e1,e3}就是一个最小的相
关集(圈)。



独立系统(更多例子)



独立系统的优化问题
正如前面路径问题所示，独立系统一般有两种问题，分别是最大化问题和最小化问题。



独立系统优化的经典例子



直觉

独立系统似乎非常适用贪心算法，因为它的M2（遗传性）意味着我们可以从
一个小的独立集慢慢长成基。但在某些独立系统当中，使用贪心算法可能是
不好的，我们有以下两个直觉：



秩商
以上“不好”的直觉可以用一个概念来刻画：



秩比（商）的刻画



独立系统与贪心算法
虽然贪心算法有时不好，但有时也很好，所以我们希望更加定量地表示出它好友多
好，差有多差。常见的贪心思路有两种：优胜法，劣汰法。分别与极大化问题和极
小化问题一共有四种组合，我们将说明只有以下两种是有效率的。



独立系统与贪心算法
我们考虑一个极小顶点覆盖问题：

左图可以说明如果max问题
用劣汰，而min问题用优胜
的话可以达到任意差的界。



独立系统与贪心算法

右边成立是trivial的，关键是证明左边成立。



独立系统与贪心算法

那么，这个下界是紧的吗？



独立系统与贪心算法



独立系统与贪心算法
总之我们确定可以用秩商来紧紧地bound住best-in贪心算法的下界,不过独
立系统的秩商似乎是很难确定的，因为我们需要考虑所有E的子集的上秩与
下秩的比，幸而我们有以下的估计手段：



独立系统与贪心算法



独立系统与贪心算法
总结一下，现在我们可以用“向独立系统中添加一个元素所增加的圈”来估计出best-in贪
心算法的近似界。



独立系统与贪心算法
在Worst-out算法中，直觉上如果我们希望算法尽可能的坏，我们需要把那些比较好的解都
给剔除掉，最后仅仅剩下来一个很坏的基。显然，原问题的不同基能够在剔除之后保留下来
的能力不同。



独立系统与贪心算法

我们可以发现对偶独立系统的基与原系统的基一一对应，其实就可以反应出原系统的
基的“抗删除”能力。



独立系统与贪心算法



独立系统与贪心算法



独立系统与贪心算法
我们可以仿照Best-In的方法构造一个Worst-out的紧的界。



拟阵



常见拟阵



常见拟阵

eg:你去超市买东西，超市
一共有100个东西，你可以
任选最多10个带走。

eg:你去超市买东西，超市一共有50
个苹果，20个西瓜，1个香蕉。你可
最多可以选10个苹果，10个西瓜，1
个香蕉。



拟阵的秩函数
事实上，Worst-Out最优必须要满足对偶独立系统E的任何一个子集上下秩相等，也就是说此对
偶独立系统是拟阵。这里我们将证明拟阵的对偶独立系统是拟阵，这样在拟阵上使用Worst-
out也是最优的。证明过程需要用到拟阵的秩函数。



拟阵的秩函数
直觉上甚至可能会觉得似乎得取等，但是则不然，对于一个最小生成树问题：



拟阵的秩函数



拟阵的秩函数
我们的下一步就是写出拟阵的对偶独立系统的秩函数，如果这个秩函数满足拟阵的秩函数
的三个性质，那么拟阵的对偶独立系统就是拟阵，Worst-out就是最优的。



拟阵的秩函数
我们的下一步就是写出拟阵的对偶独立系统的秩函数，如果这个秩函数满足拟阵的秩函数
的三个性质，那么拟阵的对偶独立系统就是拟阵，Worst-out就是最优的。



拟阵的交



拟阵的交
可以想象任何一个独立系统都是若干“禁圈拟阵”交出来的，所以，某种程度上来说，“圈”
其实表达了独立系统的特殊性。利用禁圈拟阵交实际上就是一刀刀地把这个独立系统雕刻出来。



拟阵的交



拟阵交与贪心算法

有了该定理意味着，如果我们能够把一个独立系统巧妙地表示成几个拟阵的交，那
么我们就能够给出Best-In贪心算法的界。



拟阵交与贪心算法(eg1)
有了该定理意味着，如果我们能够把一个独立系统巧妙地表示成几个拟阵的交，那
么我们就能够给出Best-In贪心算法的界。



拟阵交与贪心算法(eg2)
有了该定理意味着，如果我们能够把一个独立系统巧妙地表示成几个拟阵的交，那
么我们就能够给出Best-In贪心算法的界。
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