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Introduction

单源最短路径是一个非常经典的问题，我们最常使用的算法是 Dijkstra 算法．由于它依赖于
对所有（候选）节点的整体排序，所以其时间复杂度至少为 O(n log n)．Dijkstra 在 2024 年
被证明具有普遍最优性：如果我们要求最短路算法按距离顺序输出各个节点，那么 Dijkstra
是最优的算法．但如果我们只是求出每个节点离原点的距离，那么结果就不一样了．
本文作者通过一个不进行排序的确定性算法，能够把时间复杂度降低到 O(m log2/3(n))，也
就是说在稀疏图（n,m 同阶）上它比 Dijkstra 更优．
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回顾

算法整体上使用了递归分治的技巧，在处理过程中结合了 Dijkstra 和 Bellman-Ford 两个经
典算法．

Dijkstra
通过优先队列，它每次提取一个距离源点最小的顶点 u，并松弛 u 的各个出边．时间复杂度
至少为 O(n log n)．

Bellman-Ford
它基于动态规划的思想，迭代地松弛所有边 n− 1 次．对于最多经过 k 条边的最短路径，
Bellman-Ford 算法可以在 O(mk) 时间内求解，并且无需任何排序．
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前沿集

在 Dijkstra 算法执行过程中的任意时刻，优先队列（堆）维护了一个顶点“前沿”S，使得
如果某个顶点 u 是“不完整的”——即当前距离估计值 ˆd[u] 仍大于真实距离 d(u)——那么
最短 s-u 路径必须经过某个完整顶点 v ∈ S．这种情况下，我们称 u“依赖”于 v ∈ S．（需
要注意的是，S 中的顶点并不保证都是完整的．）Dijkstra 算法简单地选择 S 中离源点最近
的顶点（该顶点必然是完整的），然后松弛从该顶点出发的所有边．
Dijkstra 运行时间的瓶颈基于此事实：有时前沿可能包含 Θ(n) 个顶点．由于我们需要不断
选择离源点最近的顶点，这本质上需要维护大量顶点之间的全序关系，因此无法突破
Ω(n log n) 的排序障碍．作者最核心的想法是一种减少前沿大小的方法．
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前沿集

假设我们想计算所有小于某个上界 B 的距离．设 Ũ 为满足 d(u) < B 且最短 s-u 路径经过
S 中某个顶点的顶点集合．我们有可能将前沿大小 |S| 限制在 |Ũ|/ logΩ(1)(n) 以内，即感兴
趣顶点数量的 1/ logΩ(1)(n) 倍．给定参数 k = logΩ(1)(n)，有两种可能情况：

1 如果 |Ũ| > k|S|，那么我们的前沿大小已经是 |Ũ|/k；
2 否则，假设 |Ũ| ≤ k|S|．通过从 S 中的顶点运行 k 步 Bellman-Ford 算法，每个最短路径
包含 < k 个 Ũ 中顶点的顶点 u ∈ Ũ 都会变成完整的．否则，u 所依赖的顶点 v ∈ S 必
然有一个以 v 为根的最短路径树，该树包含 ≥ k 个 Ũ 中的顶点，因此我们可以将前沿
S 缩减为“关键点”集合，每个关键点都有一个大小 ≥ k 的最短路径树，而显然这类关
键点的数量不超过 |Ũ|/k，因为每个 Ũ 中的节点都被唯一的最短路径树的树根控制．
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前沿集

算法基于上述思想，但不同于 Dijkstra 类方法（其前沿是动态的且难以处理），我们采用一
种分治过程，该过程包含 (log n)/t 个层级，每个层级包含一个前沿顶点集合和一个上界 B．
如果采用朴素实现，每个前沿顶点仍需花费 Θ(t) 时间，总运行时间仍为每个顶点 Θ(log n)．
然而，我们可以在每个层级上应用上述前沿缩减方法，使得 Θ(t) 的工作量仅适用于关键点
（约占前沿顶点数量的 1/ logΩ(1)(n)）．因此，每个顶点的运行时间减少到 log n/ logΩ(1)(n)，
这是一个显著的加速．
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模型、符号、定义

有向图 G = (V,E)，非负边权 w : E→ R≥0, 源点 s ∈ V，n = |V|,m = |E|. 目标是计算所
有顶点 v 的最短路距离 d(v). 使用 ˆd[v] 表示算法运行到目前为止，d(v) 的估计值．
图是常数度数的．可以证明任何图 G = (V,E),n = |V|,m = |E| 都能转化为每个节点出度和
入度均不大于 2 的图 G′ = (V′,E′)，其中 |V′|, |E′| = O(m)，并且不影响原图的最短路求解．
所有路径都有不同的长度．或者说，任意两条路径一定能进行比较，并排出先后关系．（首
先比较路径长度，再比较路径上节点个数，再比较路径上的节点字典序...）这样做是为了使
得每条路径都不一样，方便处理．
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算法思想

令 k := ⌊log1/3(n)⌋ 和 t := ⌊log2/3(n)⌋ 为我们算法中的两个参数．我们的主要思想基于对顶
点集进行分治．我们希望将一个顶点集 U 划分为 2t 个大小相近的子集
U = U1 ∪U2 ∪ · · · ∪U2t，其中较早子集中的顶点具有较小的距离，然后递归地对每个 Ui 进
行划分．通过这种方式，子问题的规模在大约 (log n)/t 层递归后会缩小到单个顶点．
假设在算法的某个阶段，对于每个满足 d(u) < b 的顶点 u，u 是完整的，并且我们已经松弛
了从 u 出发的所有边．现在，我们想要找到满足 d(v) ≥ b 的顶点 v 的真实距离．为了避免
在优先队列中每个顶点花费 Θ(log n) 的时间，考虑“前沿”S，它包含所有当前满足
b ≤ d[v] < B 的顶点 v（其中 B 是某个上界，且不对这些顶点进行排序）．我们可以看出，
每个不完整顶点 v′（满足 b ≤ d(v′) < B）的最短路径必须经过 S 中的某个完整顶点．因此，
要计算每个满足 b ≤ d(v′) < B 的顶点 v′ 的真实距离，只需找到从 S 中顶点出发且不超过
B 的最短路径．我们将这个子问题称为有界多源最短路径问题，并设计了一个高效算法来
解决它．以下引理总结了我们的 BMSSP 算法所实现的效果．
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算法思想

引理 1
给定一个整数层级 l ∈ [0, ⌈log(n)/t⌉]，一个顶点集合 S 满足 |S| ≤ 2lt，以及一个上界
B > maxx∈S ˆd[x]．假设对于每个不完整顶点 v（满足 d(v) < B），其最短路径都经过某个完
整顶点 u ∈ S．
那么，我们有一个子程序 BMSSP(l,B,S)（算法 3），它能在 O((kl + tl/k + t)|U|) 的时间内
输出一个新的边界 B′ ≤ B 和一个顶点集合 U，该集合 U 包含所有满足 d(v) < B′ 且其最短
路径经过 S 中某顶点的顶点 v．在该子程序结束时，U 中的顶点都是完整的．
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寻找关键点

继续我们一开始提到的减少前沿的数量的思想，我们需要设计一个算法去找到关键点．
寻找关键点的思想如下：我们执行 k 步松弛操作（以 B 为上界）．在此之后，如果满足
b ≤ d(v) < B 的最短 s-v 路径最多经过 k 个满足 b ≤ d(w) < B 的顶点 w，那么 v 就已经是
完整的．观察到，从 S 出发的大型最短路径树（包含至少 k 个顶点且根节点在 S 中）的数
量最多为 |Ũ|/k，其中 Ũ 是所有满足 d(v) < B 且其最短路径经过 S 中某个完整顶点的顶点
v 的集合．因此，在递归调用中只需考虑这类最短路径树的根节点，它们被称为“关键点”．

引理 2
假设给定一个上界 B 和一个顶点集合 S．假设对于每个不完整顶点 v（满足 d(v) < B），其
最短路径都经过某个完整顶点 u ∈ S．令 Ũ 为包含所有满足 d(v) < B 且其最短路径经过 S
中某顶点的顶点 v 的集合．子程序 FindPivots(B,S) 会找到一个大小为 O(k|S|) 的集合
W ⊆ Ũ 和一个大小最多为 |W|/k 的关键点集 P ⊆ S，使得对于每个顶点 x ∈ Ũ，至少满足
以下两个条件之一：

1 在子程序结束时，x ∈W 且 x 是完整的；
2 到 x 的最短路径经过某个完整顶点 y ∈ P．
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寻找关键点
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数据结构

为了能够方便我们将大问题分割成若干子问题以进行递归求解，引入一个数据结构进行帮
助．

引理 3
给定最多 N 个待插入的键值对、一个整数参数 M 以及所有涉及值的上界 B，存在一个数据
结构支持以下操作：

1 插入：以均摊时间复杂度 O(max 1, log(N/M)) 插入一个键值对．如果键已存在，则更
新其值．

2 批量前插：以均摊时间复杂度 O(L ·max 1, log(L/M)) 插入 L 个键值对，其中每个值都
小于当前数据结构中的任何值．如果存在多个相同键的配对，则保留值最小的那个．

3 拉取：以均摊时间复杂度 O(|S′|) 返回一个键的子集 S′，其中 |S′| ≤ M，包含最小的
|S′| 个值，以及一个上界 x，用于将 S′ 与数据结构中剩余的值分开．具体而言，如果没
有剩余值，x 应为 B；否则，x 应满足 max(S′) < x ≤ min(D)，其中 D 是拉取操作后数
据结构中的元素集合．
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具体算法

回顾一下，主算法在顶层调用 BMSSP 时使用的参数是 l = ⌈(log n)/t⌉, S = {s}, B =∞．
在 base case 即最底层递归，l = 0 时，S 是一个单例集合 {x} 且 x 是完整的．我们运行一个
从 x 出发的微型 Dijkstra 算法（算法 2），以找到那些满足 d(v) < B 且到 v 的最短路径经过
x 的、离 x 最近的顶点 v，直到找到 k + 1 个这样的顶点或者找不到更多顶点为止．令 U0

为这些顶点的集合．如果我们没有找到 k + 1 个顶点，则返回 B′ ← B, U← U0．否则，返
回 B′ ← maxv∈U0

d(v), U← {v ∈ U0 : d(v) < B′}．
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具体算法
整个算法如下：
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正确性

对于此算法的正确性可以根据归纳法大致理解：在 base case 中，当 l = 0 时，S 仅包含一
个顶点 x，从 x 开始的类 Dijkstra 算法完成任务．
否则，我们首先将 S 缩减为一个更小的关键点集 P 插入到 D 中，其中一些顶点变为完整的
并被加入 W．引理 3.2 确保任何剩余的不完整顶点 v 的最短路径都经过 D 中的某个完整顶
点．对于任何界限 Bi ≤ B，如果 d(v) < Bi，则到 v 的最短路径也必须经过 D 中某个满足
d(u) < Bi 的完整顶点 u．因此，我们可以调用子过程 BMSSP，参数为 Bi 和 Si．
根据归纳假设，每次算法 3 第 11 行的递归调用返回时，Ui 中的顶点都是完整的．在算法
松弛从 u ∈ Ui 出发的边，并将所有更新的出边邻居 x（满足 db[x] ∈ [B′

i,B)）插入 D 后，再
次地，任何剩余的不完整顶点 v 现在都经过 D 中的某个完整顶点．
最后，加入 W 中的完整顶点后，U 包含了所有所需的顶点，且这些顶点都是完整的．
所以在整个算法调用结束后，所有节点都是完整的．
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运行时间

对于算法运行时间也能进行一个简略的分析，运行时间主要由 FindPivots 的调用和数据结
构 D 内部的开销所主导．我们已经知道了 FindPivots 过程在节点 x 上的运行时间受
O(|Ux|k) 限制，因此 T 树某一深度上所有节点的总运行时间为 O(nk)．对所有深度求和，
我们得到 O(nk · (log n)/t)．
对于数据结构 D 能得到一个主导项 O((n log n)/k)，可以发现 k := ⌊log1/3(n)⌋ 和
t := ⌊log2/3(n)⌋ 时有最小的总复杂度 O(n log2/3 n)．
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