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从静态优化到动态优化 动态优化简介

此前研究的优化问题通常是静态优化问题，静态最优化问题的解通常是由

每个选择变量的单个最优值组成的，例如产品最优定价（连续优化问题），

背包问题（组合优化问题）中的 𝑥𝑖（是否选择某个物品）的值只有一个。

这种静态问题不涉及最优序列行动，相反，动态最优化涉及的问题通常为

在计划期间的每个时段（离散时间情形）上或给定时间区间比如 [0, 𝑇 ]
（𝑇  可以是 ∞）中的每个时点上，选择变量的最优值是多少。因此，动态
最优化问题的解通常表现为选择变量的最优时间路径形式，通常用 𝑦∗(𝑡) 
表示变量 𝑦 在时间 𝑡 上的最优取值。
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离散时间动态优化问题 动态优化简介

假设某个企业打算将一些物质从初始状态 𝐴（原材料状态）开始，经过五
个阶段的生产过程转化为终止状态 𝑍（成品状态）。在每个阶段，企业面
临在若干可能子过程中进行选择的问题，每个子过程伴随一个既定成本。

问题是：为使总成本最小，企业如何选择子过程序列？也就是说，它在每

个阶段应该如何选择才能使总成本最小？
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连续时间动态优化问题 动态优化简介

下图可以看成一开阔地带的地图，其中阶段变量代表经度，状态变量代表

纬度。任务是把一车货物从 𝐴 地运到 𝑍 地，求使得距离最小的运输路径。

当然，线段解非常有名——“两点之间，线段最短”，本讲将使用变分法

（calculusof variations）证明这个结果，变分法是求连续型动态最优化问

题的古典方法。

注：这一例子也表明阶段不一定是时间变量，之后会看到最速降线等经典

问题也是如此。
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动态优化的基本要素 动态优化简介

从上面的讨论可知，不管变量是离散型还是连续型，简单类型的动态最优

化问题应该包含下列基本要素：

1. 一个给定的初始点和一个给定的终止点；

2. 从初始点到终止点的一组可行路径；

3. 一组路径值，这些值与相应路径相伴，起着业绩指标（时间、成本、

利润等）的作用；

4. 一个既定目标，通过选择最优路径使得路径值或业绩指标最大或最小。

在之后的讨论中基本围绕连续时间动态优化问题展开，离散时间交由强化

学习部分展开介绍。
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无限维优化 动态优化简介

根据之前的讨论，动态优化需要在每一个阶段做出一个决策，因此动态优

化的优化目标是一个从任意阶段 𝑡 到决策 𝑦(𝑡) 的函数 𝑦(𝑡)，而静态优化的
优化目标则只是一个单一的值。而函数空间（一般记为线性空间 𝑉）通常
是无限维的，因此动态优化问题属于无限维优化问题。

自然地，考虑优化就需要考虑一阶条件，考虑一阶条件就需要定义一阶微

分，而一阶微分的定义需要引入邻域的概念，也就是需要定义两个函数之

间的距离，这一距离则是范数诱导的。注意，下面的定义都是针对 ℝ →
ℝ𝑛 的函数空间 𝑉。
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无限维优化 动态优化简介

定义

在空间 𝑉 = 𝐶0([𝑎, 𝑏], ℝ𝑛) 中，通常使用范数

‖𝑦‖0 = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

‖𝑦(𝑡)‖,

其中 ‖ ⋅ ‖ 是 ℝ𝑛 上的欧几里得范数。在空间 𝑉 = 𝐶1([𝑎, 𝑏], ℝ𝑛) 中，也
可以定义范数

‖𝑦‖1 = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

‖𝑦(𝑡)‖ + max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

‖𝑦′(𝑡)‖.

由此可见，0-范数只考虑函数值之间的差异，而 1-范数还考虑了函数导数

之间的差异。
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无限维优化 动态优化简介

基于范数的定义，若 𝑦∗ 是一个泛函 𝐽 : 𝑉 → ℝ 的局部极小值点，则存在 

𝜀 > 0，使得对所有满足 ‖𝑦 − 𝑦∗‖ < 𝜀 的 𝑦 ∈ 𝑉，都有 𝐽(𝑦) ⩾ 𝐽(𝑦∗)。显然
这一定义不适用于验证局部极小性，因此需要类似于有限维优化的一阶条

件，故首先定义泛函的一阶微分，也称为一阶变分（variation）。

定义

一个线性函数 𝛿𝐽|𝑦 : 𝑉 → ℝ 称为泛函 𝐽 : 𝑉 → ℝ 在点 𝑦 ∈ 𝑉  处的一阶

变分，如果对任意 𝜂 ∈ 𝑉  和 𝛼 ∈ ℝ 有

𝐽(𝑦 + 𝛼𝜂) = 𝐽(𝑦) + 𝛿𝐽|𝑦 (𝜂)𝛼 + 𝑜(𝛼).

其中线性函数指 𝛿𝐽|𝑦 (𝛼1𝜂1 + 𝛼2𝜂2) = 𝛼1𝛿𝐽|𝑦 (𝜂1) + 𝛼2𝛿𝐽|𝑦 (𝜂2) 对任意 

𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ 和 𝜂1, 𝜂2 ∈ 𝑉  成立，使用 𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) 是因为求出的一阶变分与 𝑦 

和 𝜂 都有关。事实上上述一阶变分定义也就是加托导数（Gâteaux 

derivative）的形式：

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = lim
𝛼→0

𝐽(𝑦 + 𝛼𝜂) − 𝐽(𝑦)
𝛼

.
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无限维优化 动态优化简介

例

定义 𝑦 : [0, 1] → ℝ 连续，求泛函 𝐽(𝑦) = ∫1
0

𝑦(𝑡)2d𝑡 的变分 𝛿𝐽|𝑦 (𝜂)。

𝐽(𝑦 + 𝛼𝜂) − 𝐽(𝑦) = ∫
1

0
(𝑦(𝑡) + 𝛼𝜂(𝑡))2d𝑡 − ∫

1

0
𝑦(𝑡)2d𝑡

= ∫
1

0
(𝑦(𝑡)2 + 2𝛼𝑦(𝑡)𝜂(𝑡) + 𝛼2𝜂(𝑡)2 − 𝑦(𝑡)2)d𝑡

= ∫
1

0
(2𝛼𝑦(𝑡)𝜂(𝑡) + 𝛼2𝜂(𝑡)2)d𝑡.

则有

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = lim
𝛼→0

𝐽(𝑦 + 𝛼𝜂) − 𝐽(𝑦)
𝛼

= ∫
1

0
2𝑦(𝑡)𝜂(𝑡)d𝑡.

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 01: 变分法 9 / 53

yhwu_is@zju.edu.cn


无限维优化 动态优化简介

在给出了泛函的一阶变分定义后，可以给出无限维优化的一阶必要条件。

事实上与有限维优化的情形类似，故证明略去。

定理

设 𝑦∗ ∈ 𝑉  是泛函 𝐽 : 𝑉 → ℝ 的局部极小值点，且 𝐽  在 𝑦∗ 处可微，则

对任意 𝜂 ∈ 𝑉，都有 𝛿𝐽|𝑦∗ (𝜂) = 0。
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无限维优化 动态优化简介

在给出了泛函的一阶变分定义后，可以给出无限维优化的一阶必要条件。

事实上与有限维优化的情形类似，故证明略去。

定理

设 𝑦∗ ∈ 𝑉  是泛函 𝐽 : 𝑉 → ℝ 的局部极小值点，且 𝐽  在 𝑦∗ 处可微，则

对任意 𝜂 ∈ 𝑉，都有 𝛿𝐽|𝑦∗ (𝜂) = 0。

有了如上一阶必要条件后，要求解泛函极值，还需要如下简单引理：

引理

如果一个连续函数 𝜉 : [𝑎, 𝑏] → ℝ 满足

∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡)𝜂(𝑡)d𝑡 = 0

对任意满足 𝜂(𝑎) = 𝜂(𝑏) = 0 的函数 𝜂 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏], ℝ) 都成立，则 𝜉(𝑡) ≡
0。
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无限维优化 动态优化简介

例

定义 𝑦 : [0, 1] → ℝ 连续且满足 𝑦(0) = 𝑦(1) = 0，求泛函 𝐽(𝑦) =
∫1

0
𝑦(𝑡)2d𝑡 的极值。

根据一阶条件，对任意的 𝜂 ∈ 𝑉，都有

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = ∫
1

0
2𝑦(𝑡)𝜂(𝑡)d𝑡 = 0.

由引理可知，𝑦(𝑡) ≡ 0，即 𝑦∗(𝑡) = 0 是该泛函的唯一极值点。事实上，题

目中泛函表示函数 𝑦(𝑡) 在区间 [0, 1] 上的平方积分，因此很显然可以看出
该泛函在 𝑦∗(𝑡) = 0 处取得最小值 0。
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无限维优化 动态优化简介

类似于有限维优化，无限维优化也有相应的二阶条件，但由于篇幅关系并

且技术性较强，本讲不做展开。在结束无限维优化的基本理论介绍前，我

们最后来介绍一个很重要的结论：无穷维空间的有界闭集不一定是紧集，

这与有限维空间的情形不同。

例

考虑无穷维空间中的单位球面 𝑆 = {𝑦 ∈ 𝑙2 | ‖𝑦‖ = 1}，其中 𝑙2 是所有

平方可和的数列空间。显然 𝑆 是有界闭集，但它不是紧集，因为 𝑆 中

的序列 𝑦𝑛 = (0, 0,…, 0, 1, 0,…)（第 𝑛 个位置为 1，其余位置为 0）没有
收敛子列。

进一步地，考虑 𝑉 = 𝐶[0, 1] 上的泛函 𝐽(𝑦) = ∫1
0
|𝑦(𝑡)| d𝑡，其在单位球面 

𝑆 = {𝑦 ∈ 𝑉 | ‖𝑦‖ = 1}（其中 ‖𝑦‖ = sup𝑡∈[0,1]|𝑦(𝑡)|）上下确界为 0，但没
有达到该上下确界的函数。这表明，无穷维空间中的有界闭集上连续泛函

不一定存在极值。
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最速降线问题 欧拉-拉格朗日方程

目前，促进变分法诞生的第一个问题公认为是伯努利兄弟打赌的最速降线

问题（brachistochrone curve problem）。除了与哥哥雅各布·伯努利

（Jacob Bernoulli，1654-1705）学术竞争等因素外，约翰·伯努利（Johann 

Bernoulli，1667-1748）意识到了最速降线问题的挑战性与新颖性，最终以

“新问题——向数学家们征解”为题，于 1696 年 6 月在《教师学报》（Acta 

Eruditorum）杂志上发表了该问题。

我只提醒大家注意伯努利提出的“最速降落线”问题，在公开宣布这一

问题时，伯努利说：经验告诉我们，正是摆在面前的那些困难而同时

也是有用的问题，引导着有才智的人们为丰富人类的知识而奋斗。 

以默森、帕斯卡、费马、维维安尼等人为榜样，伯努利在当时杰出的

分析学家面前提出了一个问题，这个问题好比一块试金石，通过它，

分析学家们可以检验其方法的价值，衡量他们的能力。 伯努利因此

而博得数学界的感谢。变分法的起源应归功于这个伯努利问题和相类

似的一些问题。

— 大卫·希尔伯特，1900 年巴黎数学家大会上的讲话
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最速降线问题 欧拉-拉格朗日方程

最速降线问题

已知垂直平面内不在同一垂线上的两点 𝐴 和 𝐵，现有一物体从静止开
始在重力作用下沿一条光滑曲线从 𝐴 点滑向 𝐵 点，求使物体从 𝐴 点滑

到 𝐵 点所用时间最短的曲线。

这里的变量是平面上的光滑曲线 𝑦(𝑥)，因此属于无穷维优化问题。
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最速降线问题 欧拉-拉格朗日方程

边值条件：

{𝑦(𝑎) = 0
𝑦(𝑏) = 𝑦1

在 𝑥 坐标处，物体的速度 𝑣 可由能量定律得到为 𝑣 = √2𝑔𝑦(𝑥)，为了简化
计算，设重力加速度 𝑔 = 1

2，则

𝑣 = √𝑦(𝑥).

而在 𝑥 坐标处的充分小弧长等于

d𝑠 = √1 + (𝑦′(𝑥))2d𝑥.

因此，物体从 𝐴 点沿着 𝑦(𝑥) 滑到 𝐵 点所用时间为

𝐽(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎

√1 + (𝑦′(𝑥))2

√𝑦(𝑥)
d𝑥.
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最速降线问题 欧拉-拉格朗日方程

除伯努利本人外，莱布尼茨、牛顿以及他的哥哥雅各布·伯努利等学者也

都独立给出了正确解答。这类最优曲线被称为摆线（cycloid），其参数

方程为

{𝑥 = 𝑎 + 𝑐(𝜃 − sin 𝜃)
𝑦 = 𝑐(1 − cos 𝜃)

其中 𝑐 > 0 是常数，𝜃 ∈ [0, 2𝜋] 是参数。上述方程描述了半径为 𝑐 的圆在

水平轴上滚动时，圆周上某一点所描绘的轨迹。
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狄多等周问题 欧拉-拉格朗日方程

结束最速降线打赌的伯努利两兄弟的赌约再次升级，据记载，此次的赌约

导致兄弟两人由学术竞争演变为充满敌意的争吵，一直持续到 1705 年哥

哥雅各布去世。此次的赌约内容是狄多等周问题（Dido’s isoperimetric 

problem），雅各布在 1697 年 5 月给弟弟约翰的公开挑战中写道：如果

他弟弟 3 个月内接受挑战并于年底前给出正确答案，那么一位不愿透露姓

名的绅士愿意给他提供 50 金币的奖金。

传说等周问题源于古希腊时期的迦太基女王狄多。据说狄多女王逃离家乡

到了北非岸边的一个地方。她被分封了一块极小的地方——只有一张牛皮

铺开来那么大。狄多女王没有气馁，她将这张牛皮切成许多段，然后缝制

起来，做成一条长约一英里的皮带。然后，她利用海岸线作为边界，让她

的支持者帮她尽可能地将一张普通牛皮拉成一个最大的半圆。就是用这样

的方法，她成功地用一张普通的牛皮圈住了大约 25 英亩的土地。狄多女

王就是从这个地方起步，建造了举世闻名的城市迦太基。
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狄多等周问题 欧拉-拉格朗日方程

假设海岸线是一条直线，而绑在一起的牛皮则对应一条固定长度的曲线 

𝑦(𝑥)，目标是使这条曲线下的面积最大化。
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狄多等周问题 欧拉-拉格朗日方程

形式化而言，我们的目标是最大化

𝐽(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎
𝑦(𝑥)d𝑥,

长度固定表明这一优化问题有约束条件

∫
𝑏

𝑎

√1 + (𝑦′(𝑥))2d𝑥 = 𝐿.

此外，这一问题可以添加一个边界条件 𝑦(𝑎) = 0，即起点固定（不固定可
以平移），但终点 𝑦(𝑏) 可以变化。

正是由于没有认识到积分约束带来的变化，约翰给出了错误的解答。1700 

年 6 月，雅各布在《教师学报》上简单介绍了他的解法和正确答案，并于 

1701 年 5 月在该期刊进一步给出了详细解答。最终，1718 年约翰基于雅

各布 1701 年论文的思想以更直观简单的方式求解了该问题。
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基本变分问题 欧拉-拉格朗日方程

最速降线问题代表了一类最简单的变分问题，称为基本变分问题（basic 

calculus of variations problem）。

基本变分问题

设 𝐶1 函数 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 且满足边值条件

{𝑦(𝑎) = 𝑦0
𝑦(𝑏) = 𝑦1

其中 𝑦0, 𝑦1 ∈ ℝ 是给定常数，求 𝑦(𝑥)，使得泛函

𝐽(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎
𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))d𝑥

取得极值，其中函数 𝐿 : ℝ × ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ 被称为拉格朗日量

（Lagrangian），或运行成本（running cost），且 𝐿 ∈ 𝐶1 。

• 下面的证明都只针对 𝑛 = 1 的情形展开，𝑛 > 1 的情形类似；

• 𝑦 ∈ 𝐶1 的条件可以放宽为分片连续可微，技术性较强不做展开。
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强极值与弱极值 欧拉-拉格朗日方程

根据此前的讨论我们知道，无限维函数空间上通常考虑的范数有 0-范数

和 1-范数两种，而不同范数下的邻域定义不同。

不难理解，任意 𝑦∗ 在 0-范数下的 𝜀-邻域都包含在 1-范数下的 𝜀-邻域，反

之不然。因此 𝑦∗ 在 0-范数下的局部极值点一定也是在 1-范数下的局部极

值点。基于此，定义 0-范数下的局部极值点为强极值（strong 

extremum），1-范数下的局部极值点为弱极值（weak extremum）。

由此可知，弱极值的必要条件一定是强极值的必要条件，故接下来的讨论

都基于弱极值展开。
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欧拉-拉格朗日方程的推导 欧拉-拉格朗日方程

接下来推导基本变分问题极值的必要条件，即著名的欧拉-拉格朗日方程

（Euler-Lagrange equation）。根据无限维优化的一阶必要条件，首先需

要求出泛函 𝐽  在任意函数 𝑦 处的一阶变分 𝛿𝐽|𝑦 (𝜂)：

𝐽(𝑦 + 𝛼𝜂) = ∫
𝑏

𝑎
𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥) + 𝛼𝜂(𝑥), 𝑦′(𝑥) + 𝛼𝜂′(𝑥))d𝑥.

其中 𝑦 + 𝛼𝜂 仍然满足边值条件并属于 𝐶1，故 𝜂 ∈ 𝐶1 且 𝜂(𝑎) = 𝜂(𝑏) = 0。
使用链式法则展开有

𝐽(𝑦 + 𝛼𝜂) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) + 𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝛼𝜂(𝑥)

+𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝛼𝜂′(𝑥) + 𝑜(𝛼)]d𝑥.

由此可得

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂(𝑥) + 𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂′(𝑥)]d𝑥.
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欧拉-拉格朗日方程的推导 欧拉-拉格朗日方程

化简 𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) 的表达式，使用分部积分公式对第二项进行处理，有

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂(𝑥) − d

d𝑥
𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂(𝑥)]d𝑥

+𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂(𝑥)|𝑏𝑎.

根据边值条件 𝜂(𝑎) = 𝜂(𝑏) = 0，可知最后一项为零，因此根据无限维优化
的一阶必要条件，若 𝑦 是泛函 𝐽  的弱极值点，则对任意 𝜂 ∈ 𝐶1 且 𝜂(𝑎) =
𝜂(𝑏) = 0，都有

∫
𝑏

𝑎
[𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) − d

d𝑥
𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))]𝜂(𝑥)d𝑥 = 0.

根据此前的一个引理，若括号内函数连续，则括号内函数恒等于零，即

𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) − d
d𝑥

𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].
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欧拉-拉格朗日方程 欧拉-拉格朗日方程

欧拉-拉格朗日方程

设 𝑦∗ : [𝑎, 𝑏] → ℝ 是基本变分问题的弱极值点，则 𝑦∗ 满足欧拉-拉格朗

日方程

𝐿𝑦 = d
d𝑥

𝐿𝑧.

当 𝑛 > 1 时，不难推广欧拉-拉格朗日方程为 ∇𝐿𝑦 = d
d𝑥∇𝐿𝑧。

上述证明中最关键的一步就是应用引理去除了积分号，使得原先的求解积

分最大值的问题转化为逐点微分条件，简化了问题的求解。

上述方程最初由欧拉于 1740 年前后推导得出，他采用了离散化处理，通

过优化经过 𝑁  个点的分段线性曲线来近似一般曲线（故是有限维优化），

当 𝑁  趋近于无穷大时，即可得到上述方程。1755 年，年仅 19 岁的拉格朗

日提出了一个无需几何考量、仅凭分析即可得出相同结果的替代方法。他

在给欧拉的信中阐述了这一论证，欧拉对此印象深刻，随后为拉格朗日的

方法创造了“变分法”这一术语。
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技术细节 欧拉-拉格朗日方程

一个重要的技术细节是，前面的推导基于

𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) − d
d𝑥

𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))

连续，然而这就要求 𝐿 ∈ 𝐶2 以及 𝑦 ∈ 𝐶2，比我们的假设更强。事实上只

要对证明过程进行一些修正就可以避免这一要求。回忆

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂(𝑥) + 𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂′(𝑥)]d𝑥.

这次对第一项使用分部积分，得到

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))𝜂′(𝑥) − 𝜂′(𝑥)∫

𝑥

𝑎
𝐿𝑦(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))d𝑡]d𝑥

+𝜂(𝑥)∫
𝑥

𝑎
𝐿𝑦(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))d𝑡 |𝑏𝑎.
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技术细节 欧拉-拉格朗日方程

根据边值条件 𝜂(𝑎) = 𝜂(𝑏) = 0 可知最后一项为零，因此极值 𝑦 满足

∫
𝑏

𝑎
[𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) − ∫

𝑥

𝑎
𝐿𝑦(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))d𝑡]𝜂′(𝑥)d𝑥 = 0.

引理

如果一个连续函数 𝜉 : [𝑎, 𝑏] → ℝ 满足

∫
𝑏

𝑎
𝜉(𝑡)𝜂′(𝑡)d𝑡 = 0

对任意满足 𝜂(𝑎) = 𝜂(𝑏) = 0 的函数 𝜂 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏], ℝ) 都成立，则 𝜉 是一

个常值函数。

根据引理可知 𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) = ∫𝑥
𝑎

𝐿𝑦(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))d𝑡 + 𝐶 对任意 𝑥 ∈
[𝑎, 𝑏] 成立，其中 𝐶 是常数。对上式两边对 𝑥 求导，得到欧拉-拉格朗日方

程，无需 𝐿 和 𝑦 具有二阶连续可微性。
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例：两点之间线段最短 欧拉-拉格朗日方程

考虑平面上两点 𝐴(𝑎, 𝑦0) 和 𝐵(𝑏, 𝑦1) 之间的最短路径问题。设路径为 

𝑦(𝑥)，则路径长度为

𝐽(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎

√1 + (𝑦′(𝑥))2d𝑥.

由欧拉-拉格朗日方程可知

𝐿𝑦 = 0 = d
d𝑥

𝐿𝑧 = d
d𝑥(

 𝑦′(𝑥)
√1 + (𝑦′(𝑥))2

)
 = 0.

因此 
𝑦′(𝑥)

√1+(𝑦′(𝑥))2 = 𝐶，其中 𝐶 是常数。解出 𝑦′(𝑥) = 𝐶√
1−𝐶2，即 𝑦(𝑥) 的导

数为常数，因此 𝑦(𝑥) 是一条直线，并且显然这一极值是极小值。
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例：最速降线问题 欧拉-拉格朗日方程

回忆最速降线问题中，物体从 𝐴(𝑎, 0) 点滑到 𝐵(𝑏, 𝑦1) 点所用时间为

𝐽(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎

√1 + (𝑦′(𝑥))2

√𝑦(𝑥)
d𝑥.

一个观察是，拉格朗日量不直接与 𝑥 相关。此外，𝑦(𝑥) 为常值一定不是
极值点，故对欧拉-拉格朗日方程两边同时乘以 𝑦′(𝑥)，得到

𝑦′ ⋅ 𝐿𝑦 − 𝑦′ ⋅ d
d𝑥

𝐿𝑧 = d
d𝑥

(𝐿 − 𝑦′ ⋅ 𝐿𝑧) = 0.

因此 𝐿 − 𝑦′ ⋅ 𝐿𝑧 是常数。代入具体的 𝐿，整理得到

𝑦(1 + (𝑦′)2) = 𝐶,

其中 𝐶 是常数。参数法解微分方程，令 𝑦′(𝑥) = tan𝛼（只要 𝑦′(𝑥) 不会两
次取同一个值即可），则有

𝑦(𝑥) = 𝐶
1 + (tan𝛼)2 = 𝐶 cos2 𝛼.
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例：最速降线问题 欧拉-拉格朗日方程

进一步有

d𝑥
d𝛼

= d𝑥
d𝑦

d𝑦
d𝛼

= −2𝐶 cos2 𝛼 = −𝐶(cos 2𝛼 + 1) ≔ −𝐶(cos 𝛽 + 1),

其中 𝛽 = 2𝛼。因此

d𝑥
d𝛽

= −𝐶
2

(cos 𝛽 + 1),

故可以解得

𝑥 = −𝐶
2

(sin 𝛽 + 𝛽) + 𝐷,

其中 𝐷 是常数。令 𝑎 ≔ 𝐷 − 𝐶𝜋/2，𝑐 ≔ 𝐶/2，𝜃 = 𝜋 − 𝛽，则有

{𝑥 = 𝑎 + 𝑐(𝜃 − sin 𝜃)
𝑦 = 𝑐(1 − cos 𝜃)
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欧拉-拉格朗日方程只是必要条件 欧拉-拉格朗日方程

前面的问题通过欧拉-拉格朗日方程这一必要条件直接得到了唯一解，并

且唯一解显然是前两个问题的极小值。然而有的时候，欧拉-拉格朗日方

程的解可能有多个，此时其中的部分解可能不再是极值点。

考虑如下泛函

𝐽(𝑦) = ∫
1

0
𝑦(𝑥)(𝑦′(𝑥))2d𝑥,

边值条件 𝑦(0) = 𝑦(1) = 0。欧拉-拉格朗日方程为

(𝑦′)2 = d
d𝑥

(2𝑦𝑦′),

故显然 𝑦(𝑥) ≡ 0 是欧拉-拉格朗日方程的解，但显然不是原问题的极小值

或极大值点。
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哈密顿正则方程 最小作用量原理

欧拉-拉格朗日方程是二阶偏微分方程，因此求解起来比较困难。哈密顿

（William Rowan Hamilton，1805-1865）提出了一种将欧拉-拉格朗日方程

转化为一阶偏微分方程组的方法，称为哈密顿正则方程（Hamilton’s 

canonical equations）。

设 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛，定义动量（conjugate momentum）为

𝑝 = 𝐿𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑦′).

进一步定义哈密顿量（Hamiltonian）为

𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑝) = 𝑝 ⋅ 𝑦′ − 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑦′).

其中 ⋅ 表示内积。虽然哈密顿量被表示为四元函数，但本质上而言还是 𝑥 

的函数。根据上述定义以及欧拉-拉格朗日方程可知

d𝑦
d𝑥

= 𝑦′(𝑥) = 𝐻𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑝),

d𝑝
d𝑥

= d
d𝑥

𝐿𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 𝐿𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = −𝐻𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑝).
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哈密顿正则方程 最小作用量原理

基于此我们便可以给出与欧拉-拉格朗日方程等价的哈密顿正则方程。

哈密顿正则方程

设 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 是基本变分问题的弱极值点，且定义动量 𝑝(𝑥) =
𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))，则 (𝑦(𝑥), 𝑝(𝑥)) 满足哈密顿正则方程

{
𝑦′ = 𝐻𝑝
𝑝′ = −𝐻𝑦

• 动量 𝑝 作为新引入的辅助变量，也称为协态变量（co-state variable）；

• 哈密顿量是拉格朗日量的勒让德变换（Legendre transformation）；

• 𝐻𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑝) = 𝑝 − 𝐿𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0，即最优解还有一个必要条件是 𝐻  

作为 𝑦′ 的函数在最优解上是驻点；

• 哈密顿正则方程将原先的二阶微分方程转化为了两个一阶微分方程组，

求解起来相对简单一些。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 01: 变分法 34 / 53

yhwu_is@zju.edu.cn


最小作用量原理 最小作用量原理

考虑保守力做功情况下的牛顿运动定律

d
d𝑡

(𝑚 ̇𝑞) = −𝑈𝑞,

其中 𝑞 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)T 是坐标变量， ̇𝑞 是速度，𝑚 是质量，𝑈 = 𝑈(𝑞) 是势能
函数。定义拉格朗日量为

𝐿 = 1
2
𝑚( ̇𝑞 ⋅ ̇𝑞) − 𝑈(𝑞) = 1

2
𝑚( ̇𝑥2 + ̇𝑦2 + ̇𝑧2) − 𝑈(𝑞),

即动能 𝑇  与势能 𝑈  之差，即 𝐿 = 𝑇 − 𝑈。则欧拉-拉格朗日方程为

𝐿𝑞 = d
d𝑡

𝐿 ̇𝑞 ⇔ −𝑈𝑞 = d
d𝑡

(𝑚 ̇𝑞),

即牛顿运动定律。因此牛顿运动定律是使得能量泛函随着时间积分最小化

的必要条件，这也就是哈密顿的最小作用量原理（principle of least 

action）：实际路径是使得作用量取值最小的那一条。
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最小作用量原理 最小作用量原理

考虑势能恒等于 0 的情况，此时不难解得沿各个方向的加速度均为 0，因
此速度不变，因此运动轨迹为直线。而当考虑引力场时，物体的运动轨迹

应当是在一个扭曲的空间中沿直线运动，这就是爱因斯坦的广义相对论

（general relativity）的基本思想。

回顾动量 𝑝 和哈密顿量 𝐻  的定义，此时有

𝑝 = 𝐿 ̇𝑞 = 𝑚 ̇𝑞,

𝐻 = 𝑝 ⋅ ̇𝑞 − 𝐿 = 1
2
𝑚( ̇𝑞 ⋅ ̇𝑞) + 𝑈(𝑞) = 𝑇 + 𝑈.

• 由此可见为什么 𝑝 称之为动量，而 𝐻  的物理意义也就是系统的总能量；

• 上述推导也可以推广至有 𝑁  个质点运动的情况，只需要将 𝑞 ∈ ℝ3 推广

至 𝑞 ∈ ℝ3𝑁  即可。
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守恒定律 最小作用量原理

在一个保守系统中，势能只与位置有关而与时间无直接关联，动能也只与

速度有关而与时间无直接关联，因此拉格朗日量 𝐿 不显含时间 𝑡，因此系
统具有时间平移对称性。根据欧拉-拉格朗日方程，有

0 = 𝐿 ̇𝑞𝑞 ̇𝑞 + 𝐿 ̇𝑞 ̇𝑞 ̈𝑞 − 𝐿𝑞.

左右两边同时乘以 ̇𝑞，得到

0 = 𝐿 ̇𝑞𝑞( ̇𝑞)2 + 𝐿 ̇𝑞 ̇𝑞 ̇𝑞 ̈𝑞 − 𝐿𝑞 ̇𝑞 = d
d𝑡

(𝐿 ̇𝑞 ̇𝑞 − 𝐿).

因此有

𝐿 ̇𝑞 ̇𝑞 − 𝐿 = 𝐻 = constant.

即此时最优解对应的哈密顿量不变，即系统的总能量不变，这就是能量守

恒定律（law of conservation of energy）。
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守恒定律 最小作用量原理

考虑一个闭合系统，即无外力作用的系统，此时势能不变，因此拉格朗日

量 𝐿 等于动能，而动能与位置无关，因此系统具有空间平移对称性。根

据欧拉-拉格朗日方程可知，此时动量 𝑝 = 𝐿 ̇𝑞 = 𝑚 ̇𝑞 不变，这就是动量守

恒定律（law of conservation of momentum）。类似地，如果系统无外

力矩作用，则具有旋转对称性，则系统的角动量守恒（conservation of 

angular momentum）。

事实上，上述三条守恒定律都是诺特定理（Noether’s theorem）的直接

推论，诺特定理指出每一个连续对称性都对应着一个守恒量。
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非积分约束问题 约束与横截条件

考虑如下问题：有边值条件 𝑦(𝑎) = 𝑦0 和 𝑦(𝑏) = 𝑦1，以及约束条件

𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

求 𝑦(𝑥)，使得泛函

𝐽(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎
𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))d𝑥

取得极值，其中 𝐿,𝑀 ∈ 𝐶1。解决此类问题的办法是使用熟知的拉格朗日

乘数法，将约束条件并入目标泛函，构造新的泛函

𝐽(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))]d𝑥,

其中 𝜆 : [𝑎, 𝑏] → ℝ 是拉格朗日乘子函数。然后对新的泛函使用欧拉-拉格

朗日方程，即可得到极值必要条件。
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积分约束问题 约束与横截条件

若约束条件为积分形式：

∫
𝑏

𝑎
𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))d𝑥 = 𝐶,

此时可令

𝜉(𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑀(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡))d𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

则有

𝜉′(𝑥) − 𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

则上式以及边值条件 𝜉(𝑎) = 0, 𝜉(𝑏) = 𝐶 共同将原问题从积分约束转化为

了非积分约束，从而可以用前面的方法进行求解。此时的新的泛函为

𝐽(𝑦, 𝜉) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) + 𝜆(𝑥)(𝜉′(𝑥) − 𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)))]d𝑥.
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积分约束问题 约束与横截条件

因此新的拉格朗日量为

𝐿̃(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝜉, 𝜉′) = 𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) + 𝜆(𝑥)(𝜉′(𝑥) − 𝑀(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))).

因此可以认为是函数 𝑦 增加了一个维度 𝜉，从而可以使用欧拉-拉格朗日

方程进行求解：

{



 d

d𝑥
𝐿̃𝑦 = 𝐿̃𝑦′

d
d𝑥

𝐿̃𝜉 = 𝐿̃𝜉′

𝜉′ = 𝑀

其中第二条展开就是

d
d𝑥

𝜆(𝑥) = 0,

即拉格朗日乘子函数是常数。最后结合 𝑦 和 𝜉 的边值条件即可求解。
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例：固定端点等周问题 约束与横截条件

例

有边值条件 𝑦(−𝑎) = 𝑦(𝑎) = 0(𝑎 > 0)，求长度为 𝑙 > 2𝑎 的曲线 𝑦(𝑥) 使
其与 𝑥 轴围成的面积最大化。

形式化表达问题：

max𝐽(𝑦) = ∫
𝑎

−𝑎
𝑦(𝑥)d𝑥

s.t.∫
𝑎

−𝑎

√1 + (𝑦′(𝑥))2d𝑥 = 𝑙

𝑦(−𝑎) = 0, 𝑦(𝑎) = 0

引入新变量

𝜉(𝑥) = ∫
𝑥

−𝑎

√1 + (𝑦′(𝑡))2d𝑡, 𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎],

则有 𝜉′(𝑥) = √1 + (𝑦′(𝑥))2 = 0，且 𝜉(−𝑎) = 0, 𝜉(𝑎) = 𝑙。
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例：固定端点等周问题 约束与横截条件

构造拉格朗日量（其中 𝜆 已默认为常数）

𝐿̃(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝜉, 𝜉′) = 𝑦(𝑥) + 𝜆(𝜉′(𝑥) − √1 + (𝑦′(𝑥))2).

根据欧拉-拉格朗日方程，可以整理得到

𝑥 = 𝜆𝑦′(𝑥)
√1 + (𝑦′(𝑥))2

+ 𝐶1,

其中 𝐶1 是待定常数。令 𝑦′(𝑥) = tan𝛼，则有

𝑥 = 𝜆 tan𝛼√
1 + tan2 𝛼

+ 𝐶1 = 𝜆 sin𝛼 + 𝐶1.

进一步有 d𝑦 = tan𝛼d𝑥 = 𝜆 sin𝛼d𝛼，故

𝑦 = −𝜆 cos 𝛼 + 𝐶2,

其中 𝐶2 是待定常数。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 01: 变分法 44 / 53

yhwu_is@zju.edu.cn


例：固定端点等周问题 约束与横截条件

综上可以得到

(𝑥 − 𝐶1)
2 + (𝑦 − 𝐶2)

2 = 𝜆2.

将边值条件 𝑦(−𝑎) = 𝑦(𝑎) = 0 代入上式，可以解得

𝐶1 = 0,𝐶2 = ±
√

𝜆2 − 𝑎2.

进一步可以对 𝜉(𝑎) = 𝑙 做变量替换

𝑙 = 𝜉(𝑎) = ∫
𝑎

−𝑎

√1 + (𝑦′(𝑥))2d𝑥 = ∫
arcsin(𝑎/𝜆)

−arcsin(𝑎/𝜆)
𝜆d𝛼

= 2𝜆 arcsin(𝑎/𝜆).

由此可以解得 𝜆，从而得到最终解

𝑥2 + (𝑦 ±
√

𝜆2 − 𝑎2)
2

= 𝜆2.
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终端垂直约束 约束与横截条件

上述等周问题显然是“阉割版”的，因为实际上狄多女王并没有将终点固定

在某一点上，而是让终点在海岸线上自由移动，这就需要扩展之前有两个

终端约束的情况，变为只有一个终端约束的情况。

首先考虑一个简单的情况，即终端约束在 𝑥 = 𝑏 处，如下图所示：
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终端垂直约束 约束与横截条件

在这一情况下，扰动 𝜂(𝑎) = 0，但 𝜂(𝑏) 不再有约束，因此在推导欧拉-拉

格朗日方程时，分部积分后得到的结果应当写为

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂) = ∫
𝑏

𝑎
[𝐿𝑦(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥)) − d

d𝑥
𝐿𝑧(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))]𝜂(𝑥)d𝑥

+𝐿𝑧(𝑏, 𝑦(𝑏), 𝑦′(𝑏))𝜂(𝑏).

由于此时 𝜂(𝑏) = 0 的扰动仍然是允许的，故欧拉-拉格朗日方程仍然是必

要条件。将欧拉-拉格朗日方程代回上式，有

𝐿𝑧(𝑏, 𝑦(𝑏), 𝑦′(𝑏))𝜂(𝑏) = 0.

由于 𝜂(𝑏) 是任意的，故有

𝐿𝑧(𝑏, 𝑦(𝑏), 𝑦′(𝑏)) = 0.

因此此时最优解还应满足上述边界条件，我们可以认为这是对失去的边值

条件 𝑦(𝑏) = 𝑦1 的替代补充。
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例：推广的两点之间线段最短 约束与横截条件

考虑从点 𝐴(𝑎, 𝑦0) 到直线 𝑥 = 𝑏 的最短路径问题。此时拉格朗日量仍然为

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = √1 + (𝑦′(𝑥))2,

故此前的欧拉-拉格朗日方程仍然成立，解得 𝑦(𝑥) 是一条直线。进一步
地，最优解还应满足边界条件

𝐿𝑧(𝑏, 𝑦(𝑏), 𝑦′(𝑏)) = 𝑦′(𝑏)
√1 + (𝑦′(𝑏))2

= 0,

即 𝑦′(𝑏) = 0，故最优路径为从点 𝐴 到直线 𝑥 = 𝑏 上点 (𝑏, 𝑦0) 的水平线段。
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终端一般约束 约束与横截条件

考虑更一般的终端约束情况，此时目标泛函为

𝐽(𝑦) = ∫
𝑥𝑓

𝑎
𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥))d𝑥,

其中 𝑦(𝑎) = 𝑦(0) 固定，但 𝑥𝑓  不固定，且终端 𝑦(𝑥𝑓) = 𝜑(𝑥𝑓)，其中 𝜑 :
ℝ → ℝ 是已知的 𝐶1 函数。

设 𝑦 : [𝑎, 𝑥𝑓] → ℝ 为最优解，考虑扰动 𝑥𝑓 + 𝛼Δ𝑥 和 𝑦(𝑥) + 𝛼𝜂(𝑥)，其中 

𝜂(𝑎) = 0 且 𝑦(𝑥𝑓 + 𝛼Δ𝑥) + 𝛼𝜂(𝑥𝑓 + 𝛼Δ𝑥) = 𝜑(𝑥𝑓 + 𝛼Δ𝑥)。则有

𝐽(𝑦 + 𝛼𝜂) = ∫
𝑥𝑓+𝛼Δ𝑥

𝑎
𝐿(𝑥, 𝑦(𝑥) + 𝛼𝜂(𝑥), 𝑦′(𝑥) + 𝛼𝜂′(𝑥))d𝑥.

不难计算出此时的一阶变分等于

𝛿𝐽|𝑦 (𝜂,Δ𝑥) = ∫
𝑥𝑓

𝑎
[𝐿𝑦𝜂 + 𝐿𝑧𝜂′]d𝑥 + 𝐿(𝑥𝑓 , 𝑦(𝑥𝑓), 𝑦′(𝑥𝑓))Δ𝑥

= ∫
𝑥𝑓

𝑎
[𝐿𝑦 − d

d𝑥
𝐿𝑧]𝜂d𝑥 + 𝐿𝑧𝜂 |𝑥𝑓

𝑎 + 𝐿(𝑥𝑓 , 𝑦(𝑥𝑓), 𝑦′(𝑥𝑓))Δ𝑥.
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终端一般约束 约束与横截条件

由于 Δ𝑥 = 0 的扰动仍然是允许的，故欧拉-拉格朗日方程仍然成立。将欧

拉-拉格朗日方程代回上式，并代入 𝜂(𝑎) = 0，有

𝐿𝑧(𝑥𝑓 , 𝑦(𝑥𝑓), 𝑦′(𝑥𝑓))𝜂(𝑥𝑓) + 𝐿(𝑥𝑓 , 𝑦(𝑥𝑓), 𝑦′(𝑥𝑓))Δ𝑥 = 0.

注意约束条件

𝑦(𝑥𝑓 + 𝛼Δ𝑥) + 𝛼𝜂(𝑥𝑓 + 𝛼Δ𝑥) = 𝜑(𝑥𝑓 + 𝛼Δ𝑥),

两边对 𝛼 求导并令 𝛼 = 0，得到

𝑦′(𝑥𝑓)Δ𝑥 + 𝜂(𝑥𝑓) = 𝜑′(𝑥𝑓)Δ𝑥,

结合本页第一式和第三式，并根据 Δ𝑥 的任意性得到

𝐿(𝑥𝑓 , 𝑦(𝑥𝑓), 𝑦′(𝑥𝑓)) + 𝐿𝑧(𝑥𝑓 , 𝑦(𝑥𝑓), 𝑦′(𝑥𝑓))(𝜑′(𝑥𝑓) − 𝑦′(𝑥𝑓)) = 0.
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终端一般约束 约束与横截条件

这一条件称为横截条件（transversality condition），它是终端约束不固

定时的必要条件。

可以再次利用推广的两点之间距离问题理解横截条件的几何含义。此时

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = √1 + (𝑦′(𝑥))2,

𝐿𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 𝑦′(𝑥)
√1 + (𝑦′(𝑥))2

,

代入横截条件，得到

1 + 𝑦′(𝑥𝑓)𝜑′(𝑥𝑓) = 0.

即最短路径在终点处与约束曲线垂直相交。
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例：等周问题 约束与横截条件

例

求解长度为 𝑙 的曲线 𝑦(𝑥)，使其与 𝑥 轴上区间 [0, 𝑏]（𝑏 > 0 且自由）围

成的面积最大。已知 𝑦(0) = 𝑦(𝑏) = 0，且假定 𝑙 > 𝑏。

首先与此前固定端点等周问题类似，可以对任意 𝑏 解得最优 𝑦(𝑥) 满足

(𝑥 − 𝐶1)
2 + (𝑦 − 𝐶2)

2 = 𝜆2.

代入边界条件 𝑦(0) = 𝑦(𝑏) = 0，可以解得 𝜆 满足此前给出的表达式以及

𝐶1 = 𝑏/2,𝐶2 = ±√𝜆2 − 𝑏2/4.

接下来利用横截条件确定 𝑏，不难得到横截条件为

𝜆
√1 + (𝑦′(𝑏))2

= 0.
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例：等周问题 约束与横截条件

由于 𝜆 ≠ 0，故 𝑦′(𝑏) = ∞，即最优曲线在终点处与 𝑥 轴垂直相交，故必

有 𝜆2 = 𝑏2/4，从而 𝐶2 = 0。

进一步由 𝜉(𝑏) = 𝑙 的约束可以解得

𝑏 = 2𝑙
𝜋

,

从而最终解为

(𝑥 − 𝑙
𝜋

)
2

+ 𝑦2 = ( 𝑙
𝜋

)
2

.

即以 (𝑙/𝜋, 0) 为圆心，𝑙/𝜋 为半径的半圆，结论十分完美。
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