
 共轭梯度下降与图直径估计

本文的主要结论参考自 F. R. K. Chuang, V. Faber, and T. A. Manteuffel. On the diameter of a

graph from eigenvalues associated with its Laplacian. SIAM Journal on Discrete Mathematics,

7:443-457, 1994，主要内容的呈现逻辑参考 D. A. Spielman, Spectral and Algebraic Graph Theory.

在这里，我们将呈现优化理论的技巧将如何应用于图论问题当中. 为此，第一步是将图问
题转化成矩阵问题；第二步则是刻画求解矩阵逆的方法，并且将其应用到特定的矩阵系统当
中. 我们假定读者具备基本的线性代数知识.

1 代数图论的一点概念

考虑加权图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸, 𝑤)，其中 𝑤 : 𝐸 → ℝ，取定线性空间 span 𝑉，并将其基记作 𝑉 =
{𝑣1, 𝑣2, …, 𝑣𝑛}. 此时，定义邻接矩阵为

𝐴 = (𝑤𝑖𝑗), 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) if (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸 else 0

这应当是我们在最开始学习图论的时候就已经熟知的. 但是，这个形式的邻接矩阵显然是最没
有意义的——它没有多少性质，将其视作一个算子或者一个二次型的尝试都是徒劳的. 这意味
着，我们在线性代数所学的技巧对它来说毫无意义，它无非只是一个数表而已.

那么，怎么使得这个矩阵变成一个更有意义的矩阵呢？我们在此展现将其变成一个二次型
的方式¹. 考虑一个 ℝ𝑛 中的向量 𝑥，构建二次型：

𝑥𝑇 𝐿𝑥 = ∑
𝑖,𝑗≤𝑛

𝑤𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2

在稍作思考之后，读者就会发现这是与这个图具备充分的联系的、最自然的二次型：右边的差
纯粹是为了关联两个分量，如果不做差，那么顶点之间的连接就无意义. 当然，稍稍整理之后，
这个二次型的矩阵表示也并不复杂：
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= diag(∑
𝑛

𝑗=1
𝑤1𝑗, ∑

𝑛

𝑗=2
𝑤2𝑗, …, ∑

𝑛

𝑗=1
𝑤𝑛𝑗) − 𝐴 ≕ 𝐷 − 𝐴

容易发现它就是一个实对称矩阵，而且，如果这个图具备正边权，那么它就一定是正定的——

这将为我们之后的讨论奠定基础. 最后是我们讨论的目标：

定义 1 一个图的直径（diameter）指的是

𝑑(𝐺) ≔ max
𝑣1,𝑣2∈𝑉

max
𝑝 a path

from 𝑙1 to 𝑙2

𝑙(𝑝).

¹另一种将其视作算子的方式更加显而易见，就是扩散矩阵.



2 矩阵（伪）逆的迭代求解法

设 𝑉  是一个 𝔽 上的线性空间. 对线性代数熟悉的读者应当熟知以下结果：

引理 1 如果 𝑇 ∈ End 𝑉  可逆，那么存在 𝑔 ∈ 𝔽[𝑋] 使得 𝑇 −1 = 𝑔(𝑇 ).

这个引理无非是将 End 𝑉  视作线性空间之后的反证，因此，它给出的限制是 deg 𝑔 ≤
𝑛2, 𝑛 = dim 𝑉 . 我们期待，对于不可逆的矩阵 𝑀，也能给出类似的多项式用以方便矩阵逆的求
解，或者至少是一种逼近. 下面我们只考虑 Penrose-Moore 逆的情形，记作 𝑀†.

2.1 一阶 Richardson 迭代和条件数

让我们依旧从 𝐴𝑥 = 𝑏 的求解开始. 注意到，此时我们有：

𝛼𝐴𝑥 = 𝛼𝑏 ⇒ 𝑥 + (𝛼𝐴 − 𝐼)𝑥 = 𝛼𝑏 ⇒ 𝑥 = (𝐼 − 𝛼𝐴)𝑥 + 𝛼𝑏, ∀𝛼 ∈ 𝔽

出于简化问题的考虑，下面直接设 𝐴 是对称正定的，那么求解 𝐴𝑥 = 𝑏 的问题无非就是寻
找二次函数

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑥

的极小值点的问题，而上面的式子给出的无非就是最速下降法给出的速度. 因此，分析一阶
Richardson 迭代的敛性其实等价于分析这种最速下降法的敛性. 我们同样熟知的结果是，这种
最速下降法的敛性与条件数有关：

定理 2 设 𝐴 的特征值为 0 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ … ≤ 𝜆𝑛，则对于任意 𝜀 和

𝑡 > 1
2
(𝜆𝑛

𝜆1
+ 1) ln(1

𝜀
)

都有 ‖𝑥∗ − 𝑥𝑡‖ ≤ 𝜀‖𝑥∗ − 𝑥0‖，其中 𝑥∗ 为真实解，𝑥𝑡 为第 𝑡 次迭代之后的解，𝑥0 为预设的
迭代起始值. 𝜅(𝐴) ≔ 𝜆𝑛/𝜆1 被称作矩阵 𝐴 的条件数（condition number）².

证明 直接计算

𝑥∗ − 𝑥𝑡 = ((𝐼 − 𝛼𝐴)𝑥∗ + 𝛼𝑏) − ((𝐼 − 𝛼𝐴)𝑥𝑡−1 + 𝛼𝑏)

= (𝐼 − 𝛼𝐴)(𝑥∗ − 𝑥𝑡−1) = (𝐼 − 𝛼𝐴)𝑡(𝑥∗ − 𝑥0).

因此，我们需要研究的是 𝐼 − 𝛼𝐴 的谱. 不难发现 𝐼 − 𝛼𝐴 的特征值就是 {1 − 𝛼𝜆𝑖}, 𝑖 =
1, 2, …, 𝑛，因此，它的最大特征值就是

|max(1 − 𝛼𝜆1, 1 − 𝛼𝜆𝑛)| ≥ |𝜆𝑛 − 𝜆1
𝜆𝑛 + 𝜆1

|

极值当 𝛼 = 2/(𝜆𝑛 + 𝜆1) 时取得. 因此

‖𝑥∗ − 𝑥𝑡‖ ≤ (𝜆𝑛 − 𝜆1
𝜆𝑛 + 𝜆1

)
𝑡

‖𝑥∗ − 𝑥0‖ ≤ 𝑒−2𝑡 𝜆1
𝜆𝑛+𝜆1 ‖𝑥∗ − 𝑥0‖

因此

²对实对称矩阵来说如此，否则它定义为最大奇异值和最小奇异值的商.



𝑡 > 1
2
(𝜆𝑛

𝜆1
+ 1) ln(1

𝜀
)

时原不等式一定成立.

∎

这个算法称不上是什么相当好的方法，但是它给了我们一个相当有趣的多项式近似手段.

稍微多写几项，我们发现：

𝑥𝑡 = ∑
𝑡

𝑖=0
(𝐼 − 𝛼𝐴)𝑖𝛼𝑏

而且，下面的式子在收敛的情况下也是显然成立的，这为我们所熟知：

𝛼 ∑
∞

𝑖=0
(𝐼 − 𝛼𝐴)𝑖 = 𝛼(𝐼 − (𝐼 − 𝛼𝐴))−1 = 𝛼(𝛼𝐴)−1 = 𝐴−1

也就是说，本质上我们只是找到了一个 Taylor 展开，然后利用这个 Taylor 级数作截断，最
后实现了一个多项式水平的近似.

2.2 初见端倪：Chebyshev 下降法

接下来的问题是，怎么找到更好的近似结果. 为了获得更好的近似结果，就要找到更好的
多项式. 注意到，我们希望获得：

‖𝑝(𝐴)𝑏 − 𝑥‖ ≤ 𝜀 ⇒ ‖𝑝(𝐴)𝐴 − 𝐼‖ ≤ 𝜀

由于 𝐴 是对称正定的，所以 𝑝(𝐴)𝐴 − 𝐼  也是对称的，因此它的范数无非就是它的最大特征值
的绝对值. 于是，我们希望找到一个多项式使得

|𝜆𝑖𝑝(𝜆𝑖) − 1| ≤ 𝜀, ∀𝑖 = 1, 2, …, 𝑛

进一步地，定义 𝑞(𝑥) = 1 − 𝑥𝑝(𝑥)，则我们可以彻底将这个问题转变成一个多项式零点的
分布问题：

𝑞(0) = 1, |𝑞(𝜆𝑖)| ≤ 𝜀, ∀𝑖 = 1, 2, …, 𝑛

更粗糙的假设是，干脆让它在 [𝜆1, 𝜆𝑛] 上整体的绝对值受限. 这时，我们在小学二年级就学过的
Chebyshev 多项式就给了我们一个很好的直观，定义

𝑇𝑖(𝑥) = 1
2
[(𝑥 +

√
𝑥2 − 1)

𝑖
+ (𝑥 −

√
𝑥2 − 1)

𝑖
]

它在 [−1, 1] 上的行为是高度受控的，且在这个范围之外的增长飞快. 因此，我们用它来构造多
项式：

𝑞𝑖(𝑥) = 𝑇𝑖(
𝜆𝑛 + 𝜆1 − 2𝑥

𝜆𝑛 − 𝜆1
) / 𝑇𝑖(

𝜆𝑛 + 𝜆1
𝜆𝑛 − 𝜆1

)

于是，此时的 𝜀 无非就是讨论分母项有多大. 一个简单的估计告诉我们：

𝑇𝑖(
𝜆𝑛 + 𝜆1
𝜆𝑛 − 𝜆1

) = 𝑇𝑖(
𝜅 + 1
𝜅 − 1

) = 𝑇𝑖(cosh 𝜃)



这里反双曲函数的技巧在处理 Chebyshev 多项式相关的式子时是常规的. 我们求解

𝜅 + 1
𝜅 − 1

= 𝑒𝜃 + 𝑒−𝜃

2
⇒ 𝑒𝜃 =

√
𝜅 ± 1√
𝜅 ∓ 1

于是

𝑇𝑖(cosh 𝜃) = cosh 𝑖𝜃 = 1
2
[(

√
𝜅 + 1√
𝜅 − 1

)
𝑖

+ (
√

𝜅 − 1√
𝜅 + 1

)
𝑖

] ≥ 1
2
(

√
𝜅 + 1√
𝜅 − 1

)
𝑖

.

因此，我们指出，利用 Chebyshev 多项式 𝑇𝑖 做逼近时，有

𝜀 ≤ 2(
√

𝜅 − 1√
𝜅 + 1

)
𝑖

.

因为 Chebyshev 多项式可以迭代计算，所以实际上，它就给了我们一个与 
√

𝜅 相关的收敛
速率. 对比一下一阶 Richardson 方法，它的收敛速率无疑与之相比获得了二次的提升.

2.3 共轭梯度下降

当然，对于一阶 Richardson 方法的讨论当中，我们实际上构建了下面的空间，这将带给我
们一些额外的直观：

定义 2 取 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝐴 ∈ Mat𝑛ℝ，定义

𝐾𝑚(𝑥, 𝐴) = span{𝑥, 𝐴𝑥, …, 𝐴𝑚−1𝑥}

为由 𝐴 和 𝑥 张成的 𝑚 阶 Krylov 子空间.

在我们的证明当中，不难发现，所有的 𝑥𝑡 都落在 𝑥0 + 𝐾𝑡(𝑥∗ − 𝑥0, 𝐼 − 𝛼𝐴) = 𝑥0 +
𝐾𝑡(𝑥∗ − 𝑥0, 𝐴) 当中. 因此，接下来需要探讨的就是怎么选取这个仿射子空间中的元素，使得我
们在其中获得最小的残差 𝑟𝑡 = 𝑏 − 𝐴𝑥𝑡.

注记 1 观察上面的 Richardson 方法，不难发现其中我们每次下降给出的残差是在直线

𝑙 : 𝑥𝑡−1 + 𝛼(𝑏 − 𝐴𝑥𝑡−1)

上的残差之 2-范数最小者，但是，它不一定在 Krylov 子空间当中全局最小.

现在，鉴于 𝐴 是一个对称正定的矩阵，我们有一个非常轻松的度量残差大小的方法，就
是 𝐴-范数 ‖𝑥‖𝐴 ≔

√
𝑥𝑇 𝐴𝑥. 对称性和正定性告诉我们它确实是一个合理的范数，而且它自然地

让我们能够给出内积结构 ⟨𝑥, 𝑦⟩𝐴 = 𝑥𝑇 𝐴𝑦——众所周知，正交性在任何 Hilbert 空间的优化问
题中都是一个相当好的性质，它几乎能够保证最佳的收敛性.

基于上面的观察，我们尝试在 Krylov 子空间中寻找全局最小的、以 𝐴-范数度量的残差. 取
𝑡 + 1 阶 Krylov 子空间的一组 𝐴-正交基 {𝑣0, 𝑣1, …, 𝑣𝑡}，令 𝑥𝑡 = ∑𝑡

𝑖=0 𝑐𝑖𝑣𝑖，则优化问题就是：

1
2
𝑥𝑇

𝑡 𝐴𝑥𝑡 − 𝑏𝑇 𝑥𝑡 = 1
2
(∑

𝑡

𝑖=0
𝑐𝑖𝑣𝑖)

𝑇

𝐴(∑
𝑡

𝑖=0
𝑐𝑖𝑣𝑖) − 𝑏𝑇 (∑

𝑡

𝑖=0
𝑐𝑖𝑣𝑖)



= 1
2

∑
𝑡

𝑖=0
𝑐2
𝑖 𝑣𝑇

𝑖 𝐴𝑣𝑖 − ∑
𝑡

𝑖=0
𝑐𝑖𝑏𝑇 𝑣𝑖

注意到，取 𝐴-正交基在此的益处就在于把交叉项消除了，从而我们可以只考察如何极小
化每一个 𝑖 单独对应的项，只需将它关于 𝑐𝑖 的导数置为 0，从而就有

𝑐𝑖 = 𝑏𝑇 𝑣𝑖
𝑣𝑇

𝑖 𝐴𝑣𝑖

这就意味着，只要取出这样一组正交基，梯度下降的方向就是显然的. 而取得这样的正交
基的过程就是我们熟知的 Gram-Schmidt 正交化：

𝑣𝑡+1 = 𝐴𝑣𝑡 − ∑
𝑡

𝑖=0
𝑣𝑖

(𝐴𝑣𝑡)
𝑇 𝐴𝑣𝑖

𝑣𝑖𝐴𝑣𝑖
= 𝐴𝑣𝑡 − 𝑣𝑡

(𝐴𝑣𝑡)
𝑇 (𝐴𝑣𝑡)

𝑣𝑡𝐴𝑣𝑡
− 𝑣𝑡−1

(𝐴𝑣𝑡)
𝑇 (𝐴𝑣𝑡−1)

𝑣𝑡−1𝐴𝑣𝑡−1

其中其余项都因为正交性显然地消失了. 于是我们的迭代项就已经被完美解决了.

2.4 收敛性分析

注意到，我们是在 Krylov 子空间中寻找到的 𝐴-范数度量的最小残差，而 Krylov 子空间的
起始项正好是 𝑥∗ − 𝑥0，于是，根据 Krylov 子空间的定义，应当有

𝑥∗ − 𝑥𝑡 = (𝐼 + ∑
𝑡

𝑖=1
𝑐𝑖𝐴𝑖)(𝑥∗ − 𝑥0) = 𝑝𝑡(𝐴)(𝑥∗ − 𝑥0)

其中 𝑝𝑗 是一个 𝑗 次多项式. 接下来，我们考虑以 𝐴 的特征向量作为一组标准正交基
{𝜂1, 𝜂2, …, 𝜂𝑛}，对应的特征值为 0 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ … ≤ 𝜆𝑛，这时我们有 𝑝𝑡(𝐴)𝜂𝑗 = 𝑝𝑡(𝜆𝑗)𝜂𝑗，

‖𝑥∗ − 𝑥𝑡‖
2
𝐴 = ∑

𝑛

𝑖=1
𝜉2
𝑗 𝑝𝑡(𝜆𝑖)

2𝜆𝑖 ≤ min
𝑝𝑡

max
𝜆

𝑝𝑡(𝜆)2‖𝑥∗ − 𝑥0‖
2
𝐴

如此，这个优化问题化规到了 Chebyshev 下降的情形，上面我们给出的 𝑞𝑖 恰好就构成了这
样的优化问题的解. 实际上，读者不难发现，有这么一个多项式：

𝑞(𝑥) =
∏𝑛

𝑖=1(𝜆𝑖 − 𝑥)
∏𝑛

𝑖=1 𝜆𝑖

正好满足了我们在 Chebyshev 下降当中定义的 𝑞(𝑥) 的要求，且 𝜀 = 0，也就是说，利用这个多
项式获得的解应当是完美的解——这无非就是 Cayley-Hamilton 定理的一种重述. 也因为这个多
项式是 𝑛 次的，所以我们搜索到第 𝑛 次时，𝑥∗ 一定已经处于 𝑛 阶 Krylov 子空间中，这时，我
们已经给出了一个完美的解.

注记 2 读者同样不难注意到，如果特征值的分布是均匀的，那么 Chebyshev 多项式实际上
恰好就给出了这样一个完美解，因此，特征值的均匀性对优化算法实际上也起到了重要的
作用，我们在后面讨论预处理时还会再次碰到这一点.



3 图半径估计和多项式

下面我们将这种视角应用于一个图的 Laplacian 矩阵 𝐿. 当然，这个矩阵是奇异的，所以它
的特征值中有 0. 但是，这时我们只要考虑它的 Penrose-Moore 伪逆即可，0 特征值对应的特征
向量是 (1, 1, …, 1)𝑇，所以我们考虑：

‖𝐿𝐿† − 𝑃‖ ≤ 𝜀, 𝑃 is the projection to the complement of the span of (1, 1, …, 1)𝑇

此时当然 𝜆1 = 0 无意义，所以只要考虑 𝜆2 来代替原来的 𝜆1 即可，我们注意到，根据共轭梯
度下降的构造（或者说，根据 Cayley-Hamilton 定理），存在一个多项式 𝑝，使得 deg 𝑝 = 𝑘 −
1，𝑘 为 𝐿 中互不相同的特征值的个数，满足 𝑝(𝐿) = 𝐿†.

直观上讲，直径越小的图当然是越简单的，而它所对应的 Laplacian 构成的线性系统也当
然应当更容易求解，实际上：

引理 3 设 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) 是一个具备正边权的连通无向图，其对应的 Laplacian 具备 𝑘 个不同
的特征值，则这个图的直径不大于 𝑘.

证明 首先我们刻画直径. 注意到，直径最简单的刻画方式是用邻接矩阵：

𝑑(𝐺) = min{𝑛 : ∀𝑖 ≠ 𝑗, ∃𝐴𝑚 with 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, 𝑠.𝑡.𝐴𝑚
𝑖𝑗 ≠ 0}

其中，存在一个 𝐴𝑚 使得 𝐴𝑚
𝑖𝑗 ≠ 0 无非就是说 𝑖, 𝑗 之间存在一个长为 𝑚 的通路. 不难发现，

这个条件等价于对于任意 𝑖 ≠ 𝑗，存在一个 𝑚 阶多项式 𝑝 满足 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛，使得 𝑝(𝐴)𝑖𝑗 ≠
0. 通过对所有这样的多项式求和，我们表明：

𝑑(𝐺) = min{𝑛 : ∀𝑖 ≠ 𝑗, ∃𝑝(𝑥) with degree 𝑛, 𝑠.𝑡.𝑝(𝐴)𝑖𝑗 ≠ 0}.

另外，因为对角阵的幂次仍然是对角阵，所以上面的刻画当中，我们可以把 𝐴 换成

𝐿，使得这个结论成立. 而注意到，如果 𝑠, 𝑡 是距离 𝑑 的两个顶点，那么 𝑃𝑠𝑡 = − 1
𝑛 ≠ 0，而

我们有 𝐿𝐿† = 𝑃 = 𝐿𝑝(𝐿)，如果 𝑝 的次数小于 𝑑 的话，(𝐿𝑝(𝐿))𝑠𝑡 就只能为 0，因为二者
之间没有长度小于 𝑑 的通路. 这与前面的假设矛盾，所以 𝑝 ≥ 𝑑 对于任意的 𝑠, 𝑡 都成立，即
𝑝 ≥ 𝑑(𝐺).

∎

基于类似的想法，因为我们有 𝜀 估计，所以我们有以下定理：

定理 4 （Chung-Faber-Manteuffel） 设 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) 是一个具备正边权的连通无向图，其对
应的 Laplacian 特征值为 0 ≤ 𝜆2 ≤ … ≤ 𝜆𝑛，则

𝑑(𝐺) ≤
(
((1

2
√𝜆𝑛

𝜆2
+ 1

)
)) ln 2𝑛

证明 在 Chebyshev 下降当中，我们要求多项式幂次满足

1
𝑛

≤ 2(
√

𝜅 − 1√
𝜅 + 1

)
𝑘



在这里，取 𝜅 = 𝜆𝑛/𝜆2，然后直接利用估计

𝑘 ≤ ln(2𝑛)

ln(
√

𝜅−1√
𝜅+1)

≤
(
((1

2
√𝜆𝑛

𝜆2
+ 1

)
)) ln 2𝑛.

其中右侧的估计应当是我们在高中就熟知的.

∎

注记 3 这个结论实际上可以推广到可以一笔画的 Euler 图，因为它的每个顶点入度和出度
相等，所以处理手法基本上是类似的.

4 餐后甜点：预处理

最后，作为餐后甜点，我们讨论优化的预处理技巧（preconditioning），以及预处理技巧从
图论中可以学到什么. 首先，我们定义：

定义 3 记矩阵 𝐴 和矩阵 𝐵 的相对条件数

𝜅(𝐴, 𝐵) = 𝛽
𝛼

其中 𝛽 是使得 𝛽𝐵 − 𝐴 半正定的最小正数，𝛼 是使得 𝐴 − 𝛼𝐵 半正定的最大正数.

为了简明起见，记 𝐴 ⪯ 𝐵，如果 𝐵 − 𝐴 半正定. 注意到上面的定义实际上就等价于

引理 5 𝜅(𝐴, 𝐵) = 𝜅(𝐵−1𝐴).

证明 …

∎

下面我们考虑一个比较合适的预处理器，能够使得

(1 − 𝜀)𝐵 ⪯ 𝐴 ⪯ (1 + 𝜀)𝐵

此时我们注意到在 𝐴-范数的意义下，有：

‖𝐵−1𝑏 − 𝑥‖
𝐴

= ‖𝐴1
2 𝐵−1𝑏 − 𝐴1

2 𝑥‖

= ‖𝐴1
2 𝐵−1𝐴𝑥 − 𝐴1

2 𝑥‖

= ‖𝐴1
2 𝐵−1𝐴1

2 (𝐴1
2 𝑥) − 𝐴1

2 𝑥‖

≤ ‖𝐴1
2 𝐵−1𝐴1

2 − 𝐼‖‖𝐴1
2 𝑥‖

≤ 𝜀‖𝐴1
2 𝑥‖ = 𝜀‖𝑥‖𝐴

因此，只要 𝐵 的选取足够好，我们就可以借助对 𝐵 对应的线性方程的求解来解出方程的
解. 同时，如果我们想进一步优化这个结果，只要注意到

𝑥1 = 𝐵−1𝑏, 𝑟1 = 𝐴(𝑥 − 𝑥1) = 𝑏 − 𝐴𝑥1



再次迭代求解，就能利用 𝐵 解出 𝑥2 = 𝐵−1𝑟1，这时：

‖𝑥 − 𝑥1 − 𝑥2‖𝐴 ≤ 𝜀‖𝑥 − 𝑥1‖𝐴 ≤ 𝜀2‖𝑥‖𝐴

也就是说，每次迭代都实现了指数级别的优化. 那么，怎么给出这样一个比较好的预处理器就
成了我们需要讨论的问题. 对于 Laplacian 矩阵，Vaidya 给出了一个洞见：对于任意的子图 𝐻 ≤
𝐺，都有 𝐿𝐻 ⪯ 𝐿𝐺. 于是，我们讨论的问题就变成了：

如何找到一个子图 𝐻  使得 𝐿𝐻  很容易取逆，且 𝐿−1
𝐻 𝐿(𝐺) 不会太大？

一种回答是树，自然地我们也就会想到这个图的最小生成树. 这会让我们讨论图的有效阻
抗（effective resistance），并且估计树对应的展宽（strech）. 基于此，我们能够诞生非常多有趣
的子图预处理器，见 Michael B. Cohen et al., Solving sdd linear systems in nearly mlog1/2n time,

STOC’14.

另一种回答是稀疏化（sparsification），…
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