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1.1 Basic Notations

1. 量子数据

量子计算机是使用信息的量子力学表示进行计算的设备. 信息存储在量子比特中，其

状态可以表示为复向量空间 𝑙2 范数归一化向量：

|𝜓⟩ = ∑
𝑥∈{0,1}𝑛

𝑎𝑥 |𝑥⟩,

其中系数 𝑎𝑥 ∈ ℂ 满足归一化条件 ∑𝑥 |𝑎𝑥|2 = 1. 基态 |𝑥⟩ 组成的基称为计算基.

给定群 𝐺，|𝑔⟩ 为对应于群元素 𝑔 ∈ 𝐺 的基态，而

|𝜑⟩ = ∑
𝑔∈𝐺

𝑏𝑔 |𝑔⟩
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则表示群 𝐺 上的量子态.

均匀叠加态定义为

|𝐺⟩ = 1
√|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔⟩.

2. 量子电路

对量子态的操作需要将归一化的态映射到归一化的态上，因此量子操作需要是酉算

子，即满足 𝑈†𝑈 = 𝑈𝑈† = 𝐼  的线性算子.

3. 测量

量子测量由一组测量算子 {𝑀𝑚} 描述，其作用在被测量系统的状态空间上. 下标 𝑚 对

应测量可能的结果. 若测量前系统处于状态 |𝜓⟩，那么结果 𝑚 出现的概率为
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𝑝(𝑚) = ⟨𝜓| 𝑀†
𝑚𝑀𝑚 |𝜓⟩.

测量后，系统的状态变为

𝑀𝑚 |𝜓⟩
√𝑝(𝑚)

.

测量算子满足完备性条件，即

∑
𝑚

𝑀†
𝑚𝑀𝑚 = 𝐼.

假定对一个处于 |𝜓⟩ 的系统进行一次由算子 𝑀𝑚 描述的测量. 那么结果 𝑚 出现的概率

为 𝑝(𝑚) = ⟨𝜓| 𝑀†
𝑚𝑀𝑚 |𝜓⟩. 定义

𝐸𝑚 = 𝑀†
𝑚𝑀𝑚,
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可知 𝐸𝑚 是一个正算子，且满足完备性条件 ∑𝑚 𝐸𝑚 = 𝐼 . 𝐸𝑚 便被称为 POVM 元素，

整个 POVM 便被描述为 {𝐸𝑚}.

4. 纯态和混合态

纯态是可以用单个态矢量表示的量子态，而混合态则是多个纯态的概率分布. 混合态

通常用密度算子 𝜌 表示，定义为

𝜌 = ∑
𝑖

𝑝𝑖 |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|,

其中 𝑝𝑖 是纯态 |𝜓𝑖⟩ 出现的概率，满足 ∑𝑖 𝑝𝑖 = 1.
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Theorem 1.1.1 :  算子 𝜌 为一个和某系综 {𝑝𝑖, |𝜓𝑖⟩} 对应的密度算子的充分必要条

件是：

1. tr(𝜌) = 1
2. 𝜌 是正定的.
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1.2 Abstract Algebra

群 𝐺 是一个集合，配备有一个二元运算 · : 𝐺 × 𝐺 → 𝐺，满足以下性质：

结合性：对于任意 𝑔, ℎ, 𝑘 ∈ 𝐺，都有 (𝑔 · ℎ) · 𝑘 = 𝑔 · (ℎ · 𝑘)；

单位元：存在一个元素 𝑒 ∈ 𝐺，使得对于任意 𝑔 ∈ 𝐺，都有 𝑒 · 𝑔 = 𝑔 · 𝑒 = 𝑔；

逆元：对于任意 𝑔 ∈ 𝐺，存在一个元素 ℎ ∈ 𝐺，使得 𝑔 · ℎ = ℎ · 𝑔 = 𝑒，ℎ 称为 𝑔 的逆元，

记作 𝑔−1.

子群的定义类似子空间的定义，主要验证运算满足和封闭性.

设 𝐻  是 𝐺 的一个子群，𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. 若 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻，则称 𝑎 在模 𝐻  意义下右同余于 𝑏；左同
余则是 𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻 . 元素 𝑎 模 𝐻  的右同余等价类为集合 𝐻𝑎 = {ℎ𝑎 : ℎ ∈ 𝐻}，称为关于 𝐻  

的右陪集；左陪集为 𝑎𝐻 = {𝑎ℎ : ℎ ∈ 𝐻}.
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Lagrange 定理指出，有限群 𝐺 的任一子群 𝐻  的阶数 |𝐻| 整除 |𝐺|，且陪集的个数
为 |𝐺|/|𝐻|.

群同态是指两个群之间的映射 𝜑 : 𝐺 → 𝐺′，满足对于任意 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺，都有

𝜑(𝑔1 · 𝑔2) = 𝜑(𝑔1) ⊙ 𝜑(𝑔2),

其中 · 和 ⊙ 分别是 𝐺 和 𝐺′ 上的群运算.
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1.3 Representation and Character

1. 表示

设 𝑉  是一复线性空间，GL(𝑉 ) 是 𝑉  的自同构组成的群. 显然若 𝑉  有一组有 𝑛 个元素

的基 (𝑒𝑖) 时，每个线性映射 𝑎 ∈ GL(𝑉 ) 都可以用一个 𝑛 阶的可逆矩阵 (𝑎𝑖𝑗) 表示.

设 𝐺 是有限乘法群，𝐺 在 𝑉  上的一个线性表示是指从群 𝐺 到 GL(𝑉 ) 的一个群同态 

𝜌 : 𝐺 → GL(𝑉 )，满足

𝜌(𝑠𝑡) = 𝜌(𝑠)𝜌(𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐺.

也经常简记 𝜌(𝑠) 为 𝜌𝑠.

2. 特征标

𝜌 : 𝐺 → GL(𝑉 ) 是有限群 𝐺 在 𝑉  上的线性表示. 对任一 𝑠 ∈ 𝐺，定义
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𝜒𝜌(𝑠) = tr(𝜌(𝑠)),

这样定义得到的复值函数 𝜒𝜌 : 𝐺 → ℂ 被称为表示 𝜌 的特征标. 其有以下性质

• 𝜒(𝑠−1) = 𝜒(𝑠), ∀𝑠 ∈ 𝐺
• 𝜒(𝑡𝑠𝑡−1) = 𝜒(𝑠), ∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝐺
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1.4 Quantum Fourier Transform

经典的离散傅里叶变换满足

𝑦𝑘 = 1√
𝑁

∑
𝑁−1

𝑗=0
𝑥𝑗𝑒2𝜋𝑖𝑗𝑘/𝑁 .

对应的量子傅里叶变换满足

|𝑗⟩ ↦ 1√
𝑁

∑
𝑁−1

𝑘=0
𝑒2𝜋𝑖𝑗𝑘/𝑁 |𝑘⟩.

而如果扩展到阿贝尔群，并以酉算子的形式写出，则有以下定义：
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𝐹𝐺 = 1
√|𝐺|

∑
𝑥∈𝐺

∑
𝑦∈𝐺

𝜒𝑦(𝑥) |𝑦⟩⟨𝑥|.

其中 𝐺̂ 是 𝐺 的完备特征标集合，𝜒𝑦(𝑥) 表示 𝐺 的第 𝑦 个特征标在元素 𝑥 处的取值.
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2.1 The hidden subgroup problem

Example : 𝐺 = ⟨𝑔⟩ 为 𝑔 生成的循环群，而给定 𝑥 ∈ 𝐺，其相对于 𝑔 的离散对数 log𝑔 𝑥 

定义为满足 𝑔𝛼 = 𝑥 的最小非负整数 𝛼. 而离散对数问题就是：给定 𝑔 和 𝑥，求
出 log𝑔 𝑥.

如上的离散对数问题实际上是隐藏子群问题的一个特例. 在隐藏子群问题中，会给定一个

黑盒函数 𝑓 : 𝐺 → 𝑆，其中 𝐺 是一个已知群，而 𝑆 是一个有限集合. 函数 𝑓  满足如下性质：

对于一个未知的 𝐻 ≤ 𝐺，𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 当且仅当 𝑥−1𝑦 ∈ 𝐻，也即存在 ℎ ∈ 𝐻  使得 𝑦 = 𝑥ℎ.

所以函数 𝑓  隐藏了子群 𝐻，目标也就是找出这个子群 𝐻 .

此外，𝑓  在陪集 𝑔𝐻 = {𝑔ℎ : ℎ ∈ 𝐻} 上是常数，而在不同陪集上取不同值.
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Theorem 2.1.1 :设群 𝐺 有一个由 𝑁  个子群构成的集合 ℋ︀ = {𝐻1, 𝐻2, …, 𝐻𝑁}，且 

∩𝑁
𝑖=1 = {𝑒}. 那么任何经典确定性算法都需要 Ω(

√
𝑁) 次查询才能解决隐藏子群

问题.

Proof :假设谕示机并没有事先隐藏某个子群，而是采取对抗的行为，行为如下：

在第 𝑙 次查询时，算法查询了 𝑔𝑙，不失一般性假设其与 𝑔1, 𝑔2, …, 𝑔𝑙−1 都互异. 如果

存在子群 𝐻 ∈ ℋ︀ 使得对任意 1 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑙 都有 𝑔𝑘 ∉ 𝑔𝑗𝐻，也就是说，谕示机仍可
以将 𝑔𝑙 分配到一个尚未查询的陪集上，那么谕示机就简单的返回 𝑙；否则，谕示机
认输并输出一个与目前查询结果相容的子群的生成集.
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现在考虑一个迫使谕示机认输前进行了 𝑡 次查询的算法，算法只能得到 1, 2, …, 𝑡 作
为查询结果. 但不管查询了哪 𝑡 个群元素，最多只能得到 𝑡(𝑡 − 1) 个非单位元
的 𝑔𝑘𝑔−1

𝑗 ，而总共有 𝑁  个子群，若想要覆盖所有子群，必须有 𝑡(𝑡 − 1) ≥ 𝑁，所以 

𝑡 = Ω(
√

𝑁).

如果对抗性谕示机在 𝑡 次查询后仍没有认输，这就表明存在两个或更多的标准谕示
机在 𝑡 次查询后无法被区分开来. □
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2.2 Shor’s algorithm

简单起见假设 𝑁 ≔ |𝐺| 是已知的. 离散对数问题可以被视作群 ℤ𝑁 × ℤ𝑁  上的隐藏子群问

题. 定义函数 𝑓 : ℤ𝑁 × ℤ𝑁 → 𝐺 为

𝑓(𝛼, 𝛽) = 𝑥𝛼𝑔𝛽 = 𝑔𝛼 log𝑔 𝑥+𝛽.

所以 𝑓  在线

𝐿𝜆 ≔ {(𝛼, 𝛽) ∈ ℤ2
𝑁 : 𝛼 log𝑔 𝑥 + 𝛽 = 𝜆}

上是常数. 所以 𝑓  隐藏了子群

𝐻 = 𝐿0 = {(0, 0), (1, − log𝑔 𝑥), (2, −2 log𝑔 𝑥), …, (𝑁 − 1, −(𝑁 − 1) log𝑔 𝑥)}.

陪集形式为 (𝛾, 𝛿) + 𝐻, 𝛾, 𝛿 ∈ ℤ𝑁 . 但 𝛿 取遍 ℤ𝑁  时，
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(0, 𝛿) + 𝐻 = {(𝛼, 𝛿 − 𝛼 log𝑔 𝑥) : 𝛼 ∈ ℤ𝑁} = 𝐿𝛿,

给出了陪集的完整表示. （因此 {0} × ℤ𝑁  是 𝐻  在 ℤ𝑁 × ℤ𝑁  中的一个横截（transversal）.）

首先从 ℤ𝑁 × ℤ𝑁  上的均匀叠加态开始，而后计算隐藏函数：

|ℤ𝑁 × ℤ𝑁⟩ ≔ 1
𝑁

∑
𝛼,𝛽∈ℤ𝑁

|𝛼, 𝛽⟩ ↦ 1
𝑁

∑
𝛼,𝛽∈ℤ𝑁

|𝛼, 𝛽, 𝑓(𝛼, 𝛽)⟩.

然后丢弃第三个寄存器. 概念上可以想象成实际上测量了第三个寄存器，测量得到 

𝑓(𝛼, 𝛽) = 𝑔𝛿, 𝛿 ∈ ℤ𝑁，对应的 (𝛼, 𝛽) 落在陪集 𝐿𝛿 上，也就得到了陪集态

|(0, 𝛿) + 𝐻⟩ = |𝐿𝛿⟩ = 1√
𝑁

∑
𝛼∈ℤ𝑁

|𝛼, 𝛿 − 𝛼 log𝑔 𝑥⟩.
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但实际上进行的是丢弃，丢弃会使得整个系统处于由陪集态系综描述的混合态中，𝛿 均匀

分布在 ℤ𝑁  上. 进而执行 ℤ𝑁 × ℤ𝑁  上的 QFT：

1
𝑁3/2 ∑

𝛼,𝜇,𝜈∈ℤ𝑁

𝜔𝛼𝜇+(𝛿−𝛼 log𝑔 𝑥)𝜈
𝑁 |𝜇, 𝜈⟩ = 1

𝑁3/2 ∑
𝜇,𝜈∈ℤ𝑁

𝜔𝛿𝜈
𝑁 ∑

𝛼∈ℤ𝑁

𝜔𝛼(𝜇−𝜈 log𝑔 𝑥)
𝑁 |𝜇, 𝜈⟩.

利用式子 ∑𝛼∈ℤ𝑁
𝜔𝛼𝛽

𝑁 = 𝑁𝛿𝛽,0，上式化简为

1√
𝑁

∑
𝜈∈ℤ𝑁

𝜔𝛿𝜈
𝑁 |𝜈 log𝑔 𝑥, 𝜈⟩.

此时测量便会得到某个对 (𝜈 log𝑔 𝑥, 𝜈)，如果 𝜈 在模 𝑁  下有乘法逆元，那么直接相除即

可；否则重复上述步骤直到得到的 𝜈 有逆元为止. 每次尝试成功的概率为 𝜑(𝑁)/𝑁 =
Ω(1/ log log 𝑁)，所以不需要太多次尝试.
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3.1 The abelian HSP

阿贝尔群通常使用加法记号，所以隐藏条件写作 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⇔ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐻 .

解决策略和离散对数算法很相近，首先从群上的均匀叠加态开始，然后计算函数：

|𝐺⟩ ≔ 1
√|𝐺|

∑
𝑥∈𝐺

|𝑥⟩ ↦ 1
√|𝐺|

∑
𝑥∈𝐺

|𝑥, 𝑓(𝑥)⟩.

丢弃第二个寄存器以获得 𝐻  在 𝐺 上的某个随机选择的陪集 𝑥 + 𝐻 ≔ {𝑥 + ℎ ∣ ℎ ∈ 𝐻} 的

均匀叠加态：

|𝑥 + 𝐻⟩ ≔ 1
√|𝐻|

∑
ℎ∈𝐻

|𝑥 + ℎ⟩,
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该状态被称为陪集态（coset state）. 因为陪集是未知且均匀随机的，所以丢弃后的状态可

以用密度算子表示为

𝜌𝐻 ≔ 1
|𝐺|

∑
𝑥∈𝐺

|𝑥 + 𝐻⟩⟨𝑥 + 𝐻|.

对陪集态施加 QFT，有

|𝑥 + 𝐻⟩ ≔ 𝐹𝐺 |𝑥 + 𝐻⟩ = 1
√|𝐻| · |𝐺|

∑
𝑦∈𝐺

∑
ℎ∈𝐻

𝜒𝑦(𝑥 + ℎ) |𝑦⟩ = √|𝐻|
|𝐺|

∑
𝑦∈𝐺

𝜒𝑦(𝑥)𝜒𝑦(𝐻) |𝑦⟩,

其中
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𝜒𝑦(𝐻) ≔ 1
|𝐻|

∑
ℎ∈𝐻

𝜒𝑦(ℎ).

接下来证明 𝜌𝐻  是 𝐺-不变的，它与 𝐺 的正则表示对易，即对于满足 𝑈(𝑥)|𝑦⟩ = |𝑥 + 𝑦⟩ 的
酉矩阵 𝑈(𝑥)，有

𝑈(𝑥)𝜌𝐻 = 1
|𝐺|

∑
𝑦∈𝐺

|𝑥 + 𝑦 + 𝐻⟩⟨𝑦 + 𝐻|

= 1
|𝐺|

∑
𝑧∈𝐺

|𝑧 + 𝐻⟩⟨𝑧 − 𝑥 + 𝐻|

= 𝜌𝐻𝑈(−𝑥)†

= 𝜌𝐻𝑈(𝑥).
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所以 𝜌𝐻 ≔ 𝐹𝐺𝜌𝐻𝐹 †
𝐺 是对角化的，因而可以无损测量.

再考虑将 𝜒𝑦 限制到子群 𝐻  上. 显然若 𝜒𝑦(ℎ) = 1, ∀ℎ ∈ 𝐻，则 𝜒𝑦(ℎ) = 1. 否则，𝜒𝑦 在 𝐻  

上是非平凡的，即存在 ℎ′ ∈ 𝐻  使得 𝜒𝑦(ℎ′) ≠ 1. 而 ℎ′ + 𝐻 = 𝐻，所以

𝜒𝑦(ℎ) = 1
|𝐻|

∑
ℎ∈ℎ′+𝐻

𝜒𝑦(ℎ)

= 1
|𝐻|

∑
ℎ∈𝐻

𝜒𝑦(ℎ′ + ℎ)

= 𝜒𝑦(ℎ′)𝜒𝑦(ℎ),

也就是说 𝜒𝑦(ℎ) = 0. 这也能从 𝐻  的特征标正交性关系
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1
|𝐻|

∑
𝑥∈𝐻

𝜒𝑦(𝑥)𝜒𝑦′(𝑥)∗ = 𝛿𝑦,𝑦′

得到，选取 𝑦′ 为平凡特征标即可. 所以有

|𝑥 + 𝐻⟩ = √|𝐻|
|𝐺|

∑
𝑦:𝜒𝑦(ℎ)=1

𝜒𝑦(𝑥) |𝑦⟩,

以及混合态：

𝜌𝐻 = |𝐻|
|𝐺|2

∑
𝑥∈𝐺

∑
𝑦,𝑦′:𝜒𝑦(ℎ)=𝜒𝑦′(𝐻)=1

𝜒𝑦(𝑥)𝜒𝑦′(𝑥)∗ |𝑦⟩⟨𝑦′| = |𝐻|
|𝐺|

∑
𝑦:𝜒𝑦(ℎ)=1

|𝑦⟩⟨𝑦|.
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在计算基下测量便会得到某个在隐藏子群 𝐻  上平凡的特征标 𝜒𝑦，此时便可以将范围缩

小，考虑满足 𝜒𝑦(𝑔) = 1 的 𝑔 ∈ 𝐺，记为 𝜒𝑦 的核 ker 𝜒𝑦 = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜒𝑦(𝑔) = 1}，显然其
是 𝐺 的子群，且包含 𝐻 . 重复上述过程，并计算核的交集. 可以证明在多项式步后便会以

高概率得到 𝐻 .

假设在计算过程中，核的交集为 𝐾 ≤ 𝐺 且 𝐾 ≠ 𝐻 . 因为 𝐻 < 𝐾，根据 Lagrange 定理，必

然有 |𝐾| ≥ 2|𝐻|. 因为 𝐺 的特征 𝜒𝑦 满足 𝜒𝑦(ℎ) = 1 的概率为 |𝐻|/|𝐺|，而满足 𝐾 ≤ ker 𝜒𝑦 

的概率为

|𝐻|
|𝐺|

· |{𝑦 ∈ 𝐺̂ : 𝐾 ≤ ker 𝜒𝑦}|.

而满足这样条件的 𝑦 的个数为 |𝐺|/|𝐾|，因为假如 𝐾 是被隐藏的子群，那么得到这些 𝑦 

的概率为 |𝐾|/|𝐺|. 因而得到一个满足 𝐾 ≤ ker 𝜒𝑦 的 𝑦 的概率实际上为 |𝐻|/|𝐾| ≤ 1/2. 若
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测量得到 𝐾 ≰ ker 𝜒𝑦，那么有 |𝐾 ∩ ker 𝜒𝑦| ≤ |𝐾|/2. 也就是说每次测量都有至少 1/2 的

概率将 𝐾 的大小缩小至少一半，重复 𝑂(log|𝐺|) 次便能以高概率得到 𝐻 .
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4.1 The nonabelian HSP and its applications

图自同构问题：

对于给定的 𝑛 个顶点的图 Γ，确定是否存在非平凡的自同构映射 𝜋，即是否存在非平凡
置换 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 使得 𝜋(Γ) = Γ. Γ 的全体自同构构成一个群 Aut Γ ≤ 𝑆𝑛，如果 Aut Γ 是平凡

的，那么称 Γ 是刚性（rigid）的. 通过函数 𝑓(𝜋) = 𝜋(Γ) 来归约为 𝑆𝑛 上的 HSP，𝑓  隐藏

的就是 Aut Γ.

图同构问题：
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Definition 4.1.1 :  设 𝐴 为一群，𝐻  是左作用在集合 𝑋 上的群. 群 𝐴 的直积 𝐴𝑋 中的

元素为序列 𝑎 = (𝑎𝑥)𝑥∈𝑋，由 𝑋 索引，运算为逐点乘法. 𝐻  在 𝑋 上的作用可以通过

重新索引扩展到 𝐴𝑋 上，即定义

ℎ · (𝑎𝑥)𝑥∈𝑋 = (𝑎ℎ−1𝑥)𝑥∈𝑋.

所以 𝐴 被 𝐻  在 𝑋 上的无限制圈积（unrestricted wreath product）𝐴 ≀𝑋 𝐻  定义为半

直积 𝐴𝑋 ⋊ 𝐻，𝐴𝑋 被称为该圈积的底群（base group）.

限制圈积（restricted wreath product）𝐴wr𝑋𝐻  定义与无限制圈积类似，但底群使用

的是直和. 当 𝑋 是有限集时，两者相同.

最常见的情况下，𝑋 = 𝐻，𝐻  通过左平移作用在自身上，称为正规圈积（restricted 

wreath product）.
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给出两个 𝑛 个顶点的图 Γ, Γ′，判断是否存在置换 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 使得 𝜋(Γ) = Γ′，如果存在则称 Γ 

和 Γ′ 同构. 该问题可以归约为 𝑆𝑛 ≀ 𝑆2 ≤ 𝑆2𝑛 上的 HSP. 将 𝑆𝑛 ≀ 𝑆2 上的元素记作 (𝜋, 𝜏, 𝑏)，
其中 𝜋, 𝜏 ∈ 𝑆𝑛，𝑏 ∈ {0, 1} 决定是否交换两个图. 定义函数

𝑓(𝜋, 𝜏, 𝑏) =
{

(𝜋(Γ), 𝜏(Γ′)) 𝑏 = 0

(𝜋(Γ′), 𝜏(Γ)) 𝑏 = 1

这个函数隐藏的是 Γ 和 Γ′ 不交并的自同构群，如果 Γ 和 Γ′ 同构，那么隐藏子群

中会有一个非平凡元素对应于交换两个图的置换. 最难的情况是 Γ 和 Γ′ 都是刚性的，如

果它们不同构，那么隐藏子群就是平凡的；否则隐藏子群会包含一个满足 𝜋(Γ) = Γ′ 的元

素 (𝜋, 𝜋−1, 1).
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4.1 The nonabelian HSP and its applications

格问题：

𝑛 维格 Λ 是 ℝ𝑛 中由 𝑛 个线性无关向量的所有整数线性组合构成的离散子群. 在最短向量

问题（shortest vector problem, SVP）中，需要找到 Λ 中的非零最短向量.

𝑔(𝑛)-唯一最短向量问题（𝑔(𝑛)-unique shortest vector problem）要求格 Λ 存在唯一的最短

非零向量 𝑣，并且比任何其他非平行向量都要短 𝑔(𝑛) 倍. 如果 𝑔(𝑛) 足够大，那么该问题
可以用经典算法在多项式时间内解决；而如果 𝑔(𝑛) = 𝑂(1)，那么就是 NP-难的. 而中间

情况知之甚少，即使 𝑔(𝑛) = poly(𝑛)，也被怀疑是经典计算机难以解决的. 但基于标准方

法的用于解决二面体隐藏子群问题的高效量子算法可以解决这一问题.
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4.2 The standard method

首先制备群元素的均匀叠加态：

|𝐺⟩ ≔ 1
√|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔⟩,

然后在辅助寄存器中计算 𝑓，得到状态：

1
√|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔, 𝑓(𝑔)⟩.

最后丢弃辅助寄存器，如果结果是 𝑠 ∈ 𝑆，那么主寄存器的状态将投影到所有满足 𝑓(𝑔) =
𝑠 的 𝑔 ∈ 𝐺 的均匀叠加态上，而依据 𝑓  的定义，这些 𝑔 构成某个左陪集 𝑔𝐻，因此主寄存
器的状态变为陪集态：
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|𝑔𝐻⟩ ≔ 1
√|𝐻|

∑
ℎ∈𝐻

|𝑔ℎ⟩.

所以最终结果应该为混合态

𝜌𝐻 ≔ 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔𝐻⟩⟨𝑔𝐻|,

称为隐藏子群状态. 在标准方法中，会去使用隐藏子群的样本来确定 𝐻 . 换言之，在给定 

𝜌⊗𝑘
𝐻 ，其中 𝑘 = poly(log|𝐺|) 的情况下，寻找 𝐻  的一个生成元集合.
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4.3 Query complexity of the HSP

理解 HSP 量子计算复杂度的第一步是考虑对 𝑓  的查询复杂度，如果证明需要指数次查询

才能确定 𝐻，那么便不存在高效的量子算法来解决该问题.

前人证明只需要  poly(log|𝐺|) 次查询便能确定  𝐻，也在标准方法的框架下证明了  

𝜌⊗ poly(log|𝐺|)
𝐻  包含足够的信息来恢复 𝐻 .

为了证明隐藏子群问题的查询复杂度是多项式的，只需证明单副本的隐藏子群态是两两

统计可区分的，度量标准为量子保真度：

𝐹(𝜌𝐻 , 𝜌𝐻′) = tr |√𝜌√𝜌′|.

其中 |𝐴| ≔
√

𝐴†𝐴.
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Theorem 4.3.1 :  设 𝜌 是从系综 {𝜌1, …, 𝜌𝑁} 中抽取的，每个 𝜌𝑖 的概率为固定的 𝑝𝑖. 

那么存在一个量子测量，能够以至少

1 − 𝑁√max
𝑖≠𝑗

𝐹(𝜌𝑖, 𝜌𝑗)

的概率正确识别 𝜌. 而实际上，依据极小极大定理，即使不假设系综的先验概率分布，

这一结论依然成立.

给定隐藏子群态的一个副本，上式只能给出一个平凡界；但通过获取多个隐藏子群态的副

本，便可以确保整体态之间是近似正交的，因而可区分. 特别地，如果使用 𝜌 的 𝑘 个副本，

便存在一种测量能够以至少
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1 − 𝑁√max
𝑖≠𝑗

𝐹(𝜌⊗𝑘
𝑖 , 𝜌⊗𝑘

𝑗 ) = 1 − 𝑁√max
𝑖≠𝑗

𝐹(𝜌𝑖, 𝜌𝑗)
𝑘

的概率正确识别 𝜌.（保真度在张量积下是乘性的.）令该表达式为 1 − 𝜀，并求解 𝑘，便得
到只要使用

𝑘 ≥ ⌈ 2(log 𝑁 − log 𝜀)
log(1/ max𝑖≠𝑗 𝐹(𝜌𝑖, 𝜌𝑗))

⌉

个 𝜌 的副本，就能实现任意小的错误概率 𝜀.

假设子群 𝐺 的数量不太多，并且不同隐藏子群态之间的保真度不是太接近 1，这便表明
使用多项式数量的 𝜌𝐻  副本就足以解决 HSP. 𝐺 的子群总数为 2𝑂(log2|𝐺|)，原因如下：任何

群 𝐾 都可以用至多 log2|𝐾| 个生成元指定，而因为任何冗余的生成元都会使得群大小至
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少增加一倍，所以 𝐺 的每个子群都可以由最多 log2|𝐺| 个 𝐺 中的元素构成的子集指定，

所以 𝐺 的子群总数的上界为 |𝐺|log2|𝐺| = 2𝑂(log2|𝐺|). 进而取 log 𝑁 = poly(log|𝐺|) 即可，那
么只要最大保真度和 1 的差距至少为 1/poly(log|𝐺|)，利用 𝑘 = poly(log|𝐺|) 个隐藏子群
态的副本便能以常数概率识别 𝐻 .

为了给出两个态 𝜌 和 𝜌′ 之间保真度的上界，考虑投影到 𝜌 的支撑集或其正交补集上的二

结果测量. 回忆量子保真度和经典保真度之间的关系：

𝐹(𝜌, 𝜎) = min
{𝐸𝑚}

𝐹({𝑝𝑚}, {𝑞𝑚}),

其中最小化遍历所有 POVM 测量 {𝐸𝑚}，𝑝𝑚 = tr 𝐸𝑚𝜌，𝑞𝑚 = tr 𝐸𝑚𝜎. 因此：
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𝐹(𝜌, 𝜌′) ≤ √tr Π𝜌𝜌 tr Π𝜌𝜌′ + √tr (1 − Π𝜌)𝜌 tr ((1 − Π𝜌)𝜌′)

= √tr Π𝜌𝜌′.

现在考虑两个不同子群 𝐻, 𝐻′ ≤ 𝐺 对应的态 𝜌𝐻  和 𝜌𝐻′  之间的保真度. 不失一般性，假设 

|𝐻| ≥ |𝐻′|. 定义 𝑇𝐻  为 𝐻  在 𝐺 中的左陪集的一个代表元的集合，那么可以将 𝜌𝐻  重写为

𝜌𝐻 = 1
|𝐺|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔𝐻⟩⟨𝑔𝐻| = |𝐻|
|𝐺|

∑
𝑔∈𝑇𝐻

|𝑔𝐻⟩⟨𝑔𝐻|.

又因为右侧实际上是 𝜌𝐻  的谱分解式，所以

Π𝜌𝐻
= ∑

𝑔∈𝑇𝐻

|𝑔𝐻⟩⟨𝑔𝐻| = 1
|𝐻|

∑
𝑔∈𝐺

|𝑔𝐻⟩⟨𝑔𝐻|.
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进而有

𝐹(𝜌𝐻 , 𝜌𝐻′)2 ≤ tr Π𝜌𝐻
𝜌𝐻′

= 1
|𝐻||𝐺|

∑
𝑔,𝑔′∈𝐺

|⟨𝑔𝐻|𝑔′𝐻′⟩|2

= 1
|𝐻||𝐺|

∑
𝑔,𝑔′∈𝐺

|𝑔𝐻 ∩ 𝑔′𝐻′|2

|𝐻||𝐻′|

= 1
|𝐺| · |𝐻|2 · |𝐻′|

∑
𝑔,𝑔′∈𝐺

|𝑔𝐻 ∩ 𝑔′𝐻′|2.

而
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|𝑔𝐻 ∩ 𝑔′𝐻′| = |{(ℎ, ℎ′) ∈ 𝐻 × 𝐻′ : 𝑔𝐻 = 𝑔′ℎ′}|

= |{(ℎ, ℎ′) ∈ 𝐻 × 𝐻′ : ℎℎ′ = 𝑔−1𝑔′}|

=
{

|𝐻 ∩ 𝐻′|𝑔−1𝑔′ ∈ 𝐻𝐻′

0 𝑔−1𝑔′ ∉ 𝐻𝐻′
.

所以

∑
𝑔,𝑔′∈𝐺

|𝑔𝐻 ∩ 𝑔′𝐻′|2 = |𝐺| · |𝐻𝐻′| · |𝐻 ∩ 𝐻′|2

= |𝐺| · |𝐻| · |𝐻′| · |𝐻 ∩ 𝐻′|.

最终有
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𝐹(𝜌𝐻 , 𝜌𝐻′)2 ≤ |𝐺| · |𝐻| · |𝐻′| · |𝐻 ∩ 𝐻′|
|𝐺| · |𝐻|2 · |𝐻′|

= |𝐻 ∩ 𝐻′|
|𝐻|

≤ 1
2
,

𝐹(𝜌𝐻 , 𝜌𝐻′) ≤ 1/
√

2，所以 HSP 的查询复杂度是 poly(log|𝐺|).

38 / 38


	1. Preliminaries
	1.1 Basic Notations
	1.2 Abstract Algebra
	1.3 Representation and Character
	1.4 Quantum Fourier Transform

	2. The hidden subgroup problem
	2.1 The hidden subgroup problem
	2.2 Shor's algorithm

	3. The abelian HSP
	3.1 The abelian HSP

	4. Quantum query complexity of the HSP
	4.1 The nonabelian HSP and its applications
	4.2 The standard method
	4.3 Query complexity of the HSP


