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相关均衡 粗糙相关均衡 例子 相关均衡的等价条件

相关均衡引入：斗鸡博弈

在之前的讨论中，博弈参与人的行为都是独立作出的

但是，在有的博弈中（例如协调博弈），我们希望有一个仲裁人站
出来，告诉参与人应该如何选择策略

在现实中的确存在这样的博弈，例如红绿灯

例 (斗鸡博弈（The game of Chicken）)
两个人开车相向而行，如果两个人都不避让，就会发生车祸．如果两
个人都避让，那么就会浪费时间．如果一个人避让，另一个人不避让，
那么避让的人会被认为是懦夫．这个博弈的收益矩阵如下：

避让 不避让
避让 6, 6 2, 7

不避让 7, 2 0, 0

金政羽 Apr. 25 2025 相关均衡基础 2 / 17



相关均衡 粗糙相关均衡 例子 相关均衡的等价条件

相关均衡引入：斗鸡博弈（Cont’d）

例 (斗鸡博弈（The game of Chicken）)
两个人开车相向而行，如果两个人都不避让，就会发生车祸．如果两
个人都避让，那么就会浪费时间．如果一个人避让，另一个人不避让，
那么避让的人会被认为是懦夫．这个博弈的收益矩阵如下：

避让 不避让
避让 6, 6 2, 7

不避让 7, 2 0, 0

这个博弈有三个均衡：
1（避让，不避让）和（不避让，避让），收益分别为 (2, 7) 和 (7, 2)，

这就是红绿灯推荐的均衡，没有人会主动偏离
2 双方都以 2/3 概率选择避让，1/3 概率选择不避让，收益为

(14/3, 14/3)
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相关均衡引入：斗鸡博弈（Cont’d）
考虑如下机制：一个仲裁人关于要采取的行动给每个参与者一个建议，
但仲裁人不告诉每个参与人其他参与人得到的建议．仲裁人以相同的
概率在三个行动向量中选择：

避让 不避让
避让 1/3 1/3

不避让 1/3 0

尽管参与人不知道别人被推荐了什么策略，但推荐的概率分布是公开
的．通过抽签的方法在三个行动向量中选择一个之后，仲裁人向行参
与人推荐抽到的行动向量的第一个策略，向列参与人推荐第二个策略，
例如抽到了（避让，不避让），那么行参与人被推荐避让，列参与人被
推荐不避让．

需要注意的是，如果行参与人收到了避让的建议，那么他认为列参与
人收到了避让建议的概率应当是条件概率（其它分析同理）

1/3

1/3 + 1/3
= 1/2
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相关均衡引入：斗鸡博弈（Cont’d）

现在证明，两个参与人都无法从单方面偏离仲裁人的建议来获益．正
如前面分析的，如果行参与人收到了避让的建议，那么他认为列参与
人收到了避让和不避让的建议的概率都是 1/2

1 如果行参与人遵循建议，那么他的收益是 1/2× 6 + 1/2× 2 = 4

2 如果不遵循建议，那么他的收益是 1/2× 7 + 1/2× 0 = 3.5

因此，行参与人无法从单方面偏离仲裁人的建议来获益．同理，我们
可以验证行列参与人在任何推荐下都无法从单方面偏离仲裁人的建议
来获益．

因此这一推荐产生了一个均衡（接下来我们会定义），这一均衡下的期
望收益是

1/3(6, 6) + 1/3(2, 7) + 1/3(7, 2) = (5, 5)

这位于斗鸡博弈的三个纳什均衡收益的凸包之外（即不能被线性表示），
二者的期望收益之和大于三个纳什均衡的期望收益之和，因此对于参
与人而言，这一均衡是更好的．
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相关均衡的定义

令 G = (I, (Si)i∈I, (ui)i∈I) 为一个策略型博弈，对于集合
S = S1 × · · · × Sn 上的每个概率分布 p，定义博弈 Γ∗(p) 如下：

仲裁人根据概率分布 p 在 S 上选择一个策略向量

对每个参与人 i，仲裁人向参与人 i 推荐 si，但不告知其他参与人
的推荐 s−i

参与人 i 选择一个策略 s′i，并不一定是推荐的策略

参与人 i 的收益是 ui(s′1, · · · , s′n)

当仲裁人推荐参与人 i 选择 si 时，参与人 i 知道其他参与人的推荐是
s−i 的概率为

pi(s−i | si) =
p(si, s−i)

p(si)
=

p(si, s−i)∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)
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相关均衡的定义（Cont’d）

要使得每个参与人接受仲裁人的推荐是一个均衡（即没有人会独自偏
离推荐的策略），显然要求为∑

s−i∈S−i

pi(s−i | si)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

pi(s−i | si)ui(s′i , s−i), ∀si, s′i ∈ Si

可以消去 pi(s−i | si) 的分母部分，改写为∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s′i , s−i), ∀si, s′i ∈ Si

如果上式对任意的 i 都满足，我们称满足上述条件的概率分布 p 为博弈
Γ∗ 的一个相关均衡（correlated equilibrium）．

注意：相关均衡是一个概率分布，实际上可以认为是仲裁人的一
种推荐策略

在相关均衡下，参与人的策略选择不再是独立的，联合分布 p 被
直接给出
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相关均衡的性质

对于每个混合策略纳什均衡 σ∗ = (σ∗
1 , · · · , σ∗

n )，我们可以导出一个策
略向量集合上的概率分布 p∗σ：

p∗σ(s1, · · · , sn) =
n∏

i=1

σ∗
i (si)

在纳什均衡 σ∗ 下，给定其他参与人的策略向量 σ∗
−i，每个参与人以正

的概率选择的行动都是给他们带来最大收益的行动（无差异原则），则

ui(si, σ∗
−i) ⩾ ui(s′i , σ∗

−i), ∀si ∈ supp(σ∗
i ), ∀s′i ∈ Si

将这一表达式展开即可得到

定理

对于每个混合策略纳什均衡 σ∗，概率分布 pσ∗ 是一个相关均衡．

1 由此可见，相关均衡是混合策略纳什均衡的一个扩展
2 直观：纳什均衡本身就产生了一个大家不会偏离的推荐策略
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粗糙相关均衡

粗糙相关均衡（coarse correlated equilibrium）是相关均衡的一个扩
展，此时参与人只知道自己被推荐策略的概率，而不知道自己被推荐
的具体策略，并且不偏离推荐：∑

s∈S

p(s)ui(s) ⩾
∑
s∈S

p(s)ui(s′i , s−i), ∀s′i ∈ Si

可通过相关均衡和粗糙相关均衡之间的关联加深理解：相关均衡为∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s′i , s−i), ∀si, s′i ∈ Si

两边对 si 求和，得到∑
si∈Si

∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ⩾
∑
si∈Si

∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s′i , s−i), ∀s′i ∈ Si

整理后就是相关均衡，并且可以理解什么叫 “只知道自己被推荐策略的
概率，不知道自己被推荐的具体策略” 的含义．
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均衡之间的关系
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综合的例子

考虑有四个智能体的单元自私路由网络，网络很简单，有一个公共起
点 o，公共终点 d，边集 E = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 分别表示 6 条平行的 o− d
边，每条边的代价函数为 c(x) = x．

1 纯策略纳什均衡：每个智能体选择不同的边，每人代价 1
2 混合策略纳什均衡：每个智能体以相同的概率选择其中一条边，

每人期望代价 3 / 2
3 相关均衡：一条边上有两个智能体且另外两条边上分别有一个智

能体的局势上的均匀分布，每人期望代价 3 / 2
4 粗糙相关均衡：和相关均衡类似，但智能体选边结果只能是

{0, 2, 4} 或 {1, 3, 5}，那么在两个边集上的均匀分布就是一个粗糙
相关均衡，每人期望代价 3 / 2．注意这不是相关均衡，因为智能体
可以通过改变到旁边的边来降低代价到 1
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相关均衡的等价条件

定理

一个策略集 S = S1 × · · · × Sn 上的概率分布 p 是一个相关均衡，当且仅
当对于每个参与人 i 和任意的交换函数（switching function）
δi : Si → Si，有

Es∼p[ui(s)] ≥ Es∼p[ui(δi(si), s−i)]

(注意: δi 只依赖于 si)

证明

将期望展开，即证明 ∀i ∈ I, ∀δi : Si → Si，有∑
s∈S

p(s)ui(s) ≥
∑
s∈S

p(s)ui(δi(si), s−i)
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相关均衡的等价条件

定理

一个策略集 S = S1 × · · · × Sn 上的概率分布 p 是一个相关均衡，当且仅
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相关均衡的等价条件（Cont’d）

证明（续）

(⇒) 假设 p 是一个相关均衡，即 ∀i ∈ I, ∀si, s′i ∈ Si，有∑
s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ≥
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(s′i , s−i)

对于任意 δi : Si → Si，令 s′i = δi(si) (对每个 si 应用相关均衡定义中的不
等式)，则 ∀si ∈ Si，有∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(si, s−i) ≥
∑

s−i∈S−i

p(si, s−i)ui(δi(si), s−i)

两边同时对 si 求和即可得到题目要求的不等式．
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相关均衡的等价条件（Cont’d）

证明（续）

(⇐) 反证法．假设 p 不是相关均衡，则存在参与人 i 和策略 s∗i , s′i ∈ Si
使得 ∑

s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(s∗i , s−i) <
∑

s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(s′i , s−i)

构造交换函数 δi : Si → Si 如下：

δi(sj) =

{
s′i if sj = s∗i
sj if sj ̸= s∗i

即 δi 仅将 s∗i 映射到 s′i，其余策略保持不变．根据条件，我们有∑
s∈S p(s)ui(s) ≥

∑
s∈S p(s)ui(δi(si), s−i)，展开为：∑

sj∈Si

∑
s−i∈S−i

p(sj, s−i)ui(sj, s−i) ≥
∑
sj∈Si

∑
s−i∈S−i

p(sj, s−i)ui(δi(sj), s−i)

金政羽 Apr. 25 2025 相关均衡基础 14 / 17



相关均衡 粗糙相关均衡 例子 相关均衡的等价条件

相关均衡的等价条件（Cont’d）

证明（续）

将右侧按 sj = s∗i 和 sj ̸= s∗i 分开：

RHS =
∑

s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(δi(s∗i ), s−i) +
∑
sj ̸=s∗i

∑
s−i∈S−i

p(sj, s−i)ui(δi(sj), s−i)

=
∑

s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(s′i , s−i) +
∑
sj ̸=s∗i

∑
s−i∈S−i

p(sj, s−i)ui(sj, s−i)

代入不等式
∑

s∈S p(s)ui(s) ≥ RHS：∑
s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(s∗i , s−i) +
∑
sj ̸=s∗i

∑
s−i∈S−i

p(sj, s−i)ui(sj, s−i)

≥
∑

s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(s′i , s−i) +
∑
sj ̸=s∗i

∑
s−i∈S−i

p(sj, s−i)ui(sj, s−i)
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相关均衡的等价条件（Cont’d）

证明（续）

消去相同项得到：∑
s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(s∗i , s−i) ≥
∑

s−i∈S−i

p(s∗i , s−i)ui(s′i , s−i)

这与我们最初的假设（存在 s∗i , s′i 使得不等式反向）矛盾．因此假设不
成立，p 是一个相关均衡．
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相关均衡的等价条件（Cont’d）

现在我们从“交换函数”的角度再来看相关均衡和粗糙相关均衡，可以发
现粗糙相关均衡实则是在交换函数上加了一个限制——对于所有的
si ∈ Si，δi(si) 必须取同一个值．

从这个角度来说，相关均衡的“交换函数”能覆盖的情况更多，所以对均
衡的限制也就更强．
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