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Introduction

之前我们学习过的很多内容都和钱有关，比如说拍卖的相关机制设计、物品分配等等．但也
有一些情况下我们不需要引入金钱，一个很好的例子是肾脏交换．
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肾脏交换的背景

一些人肾脏衰竭急需肾脏移植，通常病人的家庭成员会愿意提供自己的一个肾脏．但是事实
是病人和供体不一定兼容，比如 O 型血的病人只能从相同血型的人那里获取肾脏．假设病
人 P1 和供体 D1 不兼容，病人 P2 和供体 D2 也不兼容，但是 P1 和 D2 兼容，P2 和 D1 也
兼容．我们可以通过交换供体来解决这个问题．即 P1 和 D2 进行肾脏移植，P2 和 D1 进行
肾脏移植．
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问题建模

我们很容易能想到把这个问题抽象成为一个图论的问题．我们把一对病人和供体看成一个
点．当点 (P1,D1) 和 (P2,D2) 之间有一条边时，表示 P1 和 D2 兼容，P2 和 D1 也兼容．
我们可以把这个问题看成一个图的匹配问题．我们如果想要让最多的病人获救，那么就需要
找到一个最大匹配．

图: 肾脏交换的图论模型
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DSIC?
如果单纯只是求一个最大匹配，这在算法实现上很简单，但是事实是这个匹配不一定唯一．
我们可以看下图的第二个例子：(P1,D1) 可以选择和剩下三个顶点的任意一个进行匹配．在
这种情况下我们应该如何选择？

郑涵文 不含钱机制：稳定匹配 6 / 42



Introduction 肾脏交换 稳定匹配 稳定匹配与格 总结

DSIC?
一个解决方案是在一开始就给所有的病人-供体对排出一个优先级．这个优先级由一些现实
因素决定，如已经等待的时间、找到一个兼容肾脏的难易程度等等．具体而言，我们按照优
先级从高到低给顶点编号排序为 1, 2, · · · ,n．然后使用以下的算法求匹配：

图: 肾脏交换的优先级算法
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肾脏交换的优先级算法

这个算法实际上在说，在第 i 轮的时候，检查一个最大匹配能否在匹配顶点 i 的时候不影响
i 前面的顶点的匹配．如果 i 阻碍了前面的顶点的匹配，那就跳过对 i 的匹配．从某一个角
度来说，如果用二进制给每个最大匹配编号（优先级最高的在最高位），那么这个算法就是
求解二进制最大的匹配．

定理
成对肾脏匹配的优先级机制算法是 DSIC 的．
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问题定义

肾脏交换的例子是一个很好的引入．接下来我们研究稳定匹配问题，它和肾脏交换问题很相
似，都可以从图论匹配角度进行建模．

稳定匹配的问题定义
W 表示一个由 n 个工人组成的集合，F 表示由 m 个公厂组成的集合．c : F → Z+ 是容量
函数，表示一个工厂 i 最多接受 c(i) 数量的工人．二分图 G = (W,F,E)，其中 E 表示工人
和工厂之间的边，表示这一对工人-工厂可能会进行匹配．对于在 G 中的节点 v，用 N(v)
表示它的邻居（显然工人的邻居全是工厂，工厂的邻居全是工人）．每个工人 w 对于它的邻
居 N(w) 有一个偏好列表 l(W)，表示它对工厂的偏好排序．相应地每个工厂 f 对于它的邻
居 N(f) 也有一个偏好列表 l(F)，表示它对工人的偏好排序．工人和工厂偏向于选择自己的
邻居进行匹配，并且对于和非邻居匹配这件事，它们更宁愿不进行匹配．如果一个工人或者
工厂最后没有进行匹配，那么记它和 ⊥ 匹配．
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问题定义
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问题定义

事实上这个问题可以从一些特殊情况入手，逐步过渡到我们上面的定义的一般情况．

Setting 1
这里我们让工人和工厂数保持一致，即 n = m；并且让所有工厂的容量均为 1，即 c(i) = 1；
并且图是完全二分图，即每个工人和每个工厂都有边相连．这个特殊情况是最简单的情况，
并且也是我们之后主要讨论的情况．

Setting 2
这里 n 和 m 不一定相等，并且图不一定是完全二分图，可以是任意的图．但是仍然保持工
厂的容量均为 1．

Setting 3
这里就是上面定义所述的最一般的情况．
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完美匹配/稳定匹配

一些约定
1 如果一个工人 w 在工厂 f, f′ 之中更喜欢 f，那么我们记 f ≻w f′；对于工厂同理．
2 完美匹配：如果一个匹配 µ ⊂ E 使得 G 中每个顶点都有一条 µ 中的边相连，那么这个
匹配就是完美匹配．

3 如果边 (w, f) 在匹配 µ 中，那么我们记 µ(w) = f 以及 µ(f) = w．

阻塞对
在一个完美匹配 µ 中，工人 w 和工厂 f 如果满足 w ≻f µ(f) 且 f ≻w µ(w)，那么我们称
(w, f) 是一个阻塞对．也就是说 (w, f) 是一个阻塞对当且仅当 w 和 f 都更喜欢对方而不是各
自的匹配．

稳定匹配
没有阻塞对的完美匹配被称为稳定匹配．
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延迟接受算法

我们发现完美匹配能够让每个工人都有班上（每个工厂都有人干活），这是很好的．近一步
地，在稳定匹配下，顾名思义这个匹配就稳定了下来，没有人有动机去改变自己的选择．怎
样得到稳定匹配呢？我们接下来要提出一个算法：延迟接受算法．它具有非常好的性质，并
且算法流程很简单．我们将从 Setting 1 入手．

图: 延迟接受算法
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延迟接受算法

这个算法是在说：每个工人都有一个目标工厂列表（当然在 Setting 1 中每个工人的初始目
标工厂列表肯定是所有工厂）．总共进行若干轮选择，对于每一轮：首先，每个工人 w 都会
向自己目标工厂列表中最喜欢的工厂提交申请；然后每个工厂 f 对其接到的若干个申请进
行评估：暂时接受申请人中自己最喜欢的工人，并拒绝其他工人；最后，如果工人 w 被工
厂 f 拒绝了，那么它就会从目标工厂列表中删除 f．重复这样的轮次直到在某一轮中所有的
工厂都收到了申请（这在 Setting 1 中表明，每个工厂收到且仅收到一个工人的申请，这样
的结果一定是一个完美匹配），并输出这个完美匹配 µ．

一些观察
如果工厂 f 在某一轮收到了至少一个申请，那在接下来的每一轮它都会收到至少一个
申请．
如果工厂 f 在某一轮收到了某个 w 的申请，那工厂 f 最终匹配到的工人 w′ 一定满足
w ≻f w′．
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延迟接受算法

定理
延迟接受算法输出的完美匹配是稳定匹配．

证明
假设不是稳定匹配，那么存在一个阻塞对 (w, f′)．不妨设 µ(w) = f, µ(f′) = w′．既然 (w, f′)
是阻塞对，那么 w 更喜欢 f′ 而不是 f，说明在算法过程中 w 肯定先向 f′ 提出申请，并被拒
绝了．根据我们先前的观察，f′ 最后一定匹配到了一个比 w 更好的工人，也就是说明
w′ ≻f′ w．但是这和我们根据阻塞对的定义得到的结论，即 w 更喜欢 f′ 相矛盾了．
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延迟接受算法

我们接下来要讨论延迟接受算法的另一个特点，即它会使得提出申请的那一方获得最好的
结果．也就是说，对于工人来说，使用我们上面所讲的延迟接受算法，能够得到一个稳定匹
配，使得这个稳定匹配对于每个工人得到的结果，在所有可能的稳定匹配中是最好的．

定义
记 S 表示 (W,F) 的所有稳定匹配的集合．对于每个工人 w，它可能的匹配集就是所有稳定
匹配中可能和它匹配的工厂的集合：定义为 R(w) = {f ∈ F|∃µ ∈ S, µ(w) = f}．定义最优工
厂为 R(w) 中 w 最喜欢的那一个，我们使用 optimal(w) 表示．对于最劣工厂我们则使用
pessimal(w) 表示．对于工厂而言它们也有匹配集、最优工人和最劣工人，定义也是类似的．
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延迟接受算法

引理
两个工人不可能有同样的最优工厂，即工人和工厂之间通过最优工厂存在一个一一对应关
系．

证明
假设不是这样，那么 w,w′ 有同样的最优工厂 f．不失一般性假设 w′ ≻f w．取某个匹配 µ 使
得 µ(w) = f（一定存在这样的匹配），然后假设在 µ 中 µ(w′) = f′．既然 f 是 w′ 的最优工厂，
那么一定有 f ≻w′ f′．根据阻塞对的定义，(w′, f) 是一个阻塞对，这和 µ 是稳定匹配矛盾了．
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延迟接受算法
根据上面的引理我们很容易得到推论，就是让每个工人和它的最优工厂进行匹配，得到的是
一个完美匹配，我们记其为 µW．并且我们还有更好的结论．

引理
µW 是一个稳定匹配．

证明
假设不是如此，那么匹配 µW 存在一个阻塞对 (w, f′)，并且我们记 µW(w) = f, µW(w′) = f′．
那么根据阻塞对的定义有 w ≻f′ w′，f′ ≻w f．因为 optimal(w′) = f′，所以存在一个稳定匹配
µ′ 使得 µ′(w′) = f′．假设 µ′(w) = f′′．既然 optimal(w) = f，那么 f ≻w f′′．结合前面得到的
f′ ≻w f，说明 f′ ≻w f′′，结合 w ≻f′ w′ 能够得到 (w, f′) 是 µ′ 的一个阻塞对，这和 µ′ 是稳定
匹配矛盾了．
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最优匹配/最劣匹配

同理我们能够证明每个工人的最劣工厂都是唯一的，并且每个工人和其最劣工厂进行匹配
也能得到一个稳定匹配．我们称每个工人和最优工厂匹配得到的这个匹配为工人最优的稳
定匹配，和最劣工厂匹配得到的这个匹配为工人最劣的稳定匹配．对于工厂来说他们也有工
厂最优的稳定匹配和工厂最劣的稳定匹配，定义是类似的．我们约定工人最优的稳定匹配为
µW，工厂最优的稳定匹配为 µF．
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延迟接受算法 -> 工人最优匹配

定理
由工人提出申请的延迟接受算法输出的匹配是工人最优稳定匹配 µW．

证明
假设不是这样，那么在算法过程中一定存在一个工人被他的最优工厂拒绝．不妨设第一次出
现这种情况时，工人 w 向他的最优工厂 f 提交申请并被拒绝了．那说明在那一轮申请中，
工厂 f 肯定暂时接受了一个更好的工人 w′，显然有 w′ ≻f w．由于两个工人不会有相同的最
优工厂，所以 optimal(w′) = f′ ̸= f．由于 w 是第一个被最优工厂拒绝的工人，说明 w′ 肯定
还没有被他的最优工厂拒绝，那这显然说明他肯定还没有给最优工厂提交过申请，这说明
f ≻w′ f′．我们现在考虑工人最优稳定匹配 µW，显然有 (w, f), (w′, f′) ∈ µW，那么根据前面
得到的结果，可以发现 (w′, f) 是一个阻塞对，与 µW 是稳定匹配矛盾了．
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对称性：工人最优——工厂最劣

引理
工人最优稳定匹配一定是工厂最劣稳定匹配．

证明
记 µ 是一个工人最优稳定匹配，并假设它和工厂最劣稳定匹配不一样，记工厂最劣稳定匹
配为 µ′．那么一定存在某个 (w, f) ∈ µ，使得 pessimal(f) ̸= w．不妨设 pessimal(f) = w′，显
然有 w ≻f w′；我们再令 w = pessimal(f′)，那么有 (w, f′), (w′, f) ∈ µ′．既然 optimal(w) = f，
并且 w 和 f′ 在一个稳定匹配中匹配上了，那说明 f ≻w f′．结合 w ≻f w′，我们可以得到
(w, f) 是 µ′ 中的一个阻塞对，这和 µ′ 是稳定匹配矛盾了．

总结一下，我们证明了延迟接受算法能够输出一个稳定匹配，并且这个稳定匹配对于申请方
是最好的，同时对于被申请方是最差的．如果我们把上面延迟接受算法改成工厂向工人申请
（发 offer），工人选择一个工厂接受，那么结果是得到工厂最优稳定匹配/工人最差稳定匹配．
接下来我们扩展到 Setting 2 进行讨论．
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Setting 2 下的延迟接受算法

回忆一下两种设置的区别，Setting 2 中工人和工厂的数量不一定相等，并且图不是完全图，
也就是说最终可能会有工人或者工厂没有匹配上（或者说和 ⊥ 匹配）．在 Setting 2 下显然
稳定匹配不一定是一个完美匹配，但它一定是一个最大匹配．匹配 µ 达到最大是在说，它
不能再通过加入 E − µ 中的边进行扩展．
我们对阻塞对的定义也要有一些改变．

但事实上我们可以把 ⊥ 看成一个虚拟的工厂或者工人，工人/工厂对于它的偏好是大于所有
非邻居但小于所有邻居．这样就能够仍然沿用之前的简单定义．
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Setting 2 下的延迟接受算法

我们还需要修改延迟接受算法的细节，唯一要修改的就是它的终止条件．这时候的终止条件
为：每个工人都要么被一个工厂暂时接受，要么目标工厂列表已经为空（已经被所有的邻居
工厂拒绝了）．当这个条件满足时，我们就输出匹配，其中满足前者条件的和工厂进行匹配，
满足后者条件的和 ⊥ 进行匹配．

定理
上述延迟接受算法输出一个最大匹配，并且是稳定匹配．

定理
对于所有稳定匹配，成功匹配的工人（工厂）数量不变．进一步地，对于所有稳定匹配，成
功匹配的工人（工厂）集合也不变，也就是不同的稳定匹配只有它们之间的匹配关系不同．

接下来我们讨论 Setting 3，并说明它能够被规约到 Setting 2．

郑涵文 不含钱机制：稳定匹配 23 / 42



Introduction 肾脏交换 稳定匹配 稳定匹配与格 总结

Setting 3
考虑它和 Setting 2 区别，我们发现多了一个容量函数．很容易想到，我们可以把一个具有
c(i) 的工厂 f 变成 c(i) 个一模一样的、容量为 1 的工厂 f1, f2, · · · , fc(i)．我们不需要改变这
些工厂的偏好列表，因为工人并没有发生变化；需要改变的只是工人的偏好列表，我们只需
要把之前 f 所在的位置替换成 f1, f2, · · · , fc(i) 即可，这使得工人之前比 f 更喜欢的工厂仍然
比这些复制工厂更喜欢，之前比 f 更不喜欢的工厂仍然比这些复制工厂更不喜欢．通过把具
有大于 1 容量的工厂变为一堆容量为 1 的工厂，我们就完成了从 Setting 3 向 Setting 2 的
转换．具体而言，形式化的定义如下：
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Setting 3

定理
从 Setting 3 到 Setting 2 的转换实际上是一个双射．

所以，我们在求解 Setting 3 问题时，可以消耗多项式时间就把它转换成一个 Setting 2 的问
题，并使用延迟接受等算法进行求解．
接下来我们讨论延迟接受算法的另一个重要性质：DSIC．
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DSIC?

我们仍然从 Setting 1 入手．

引理：Blocking Lemma
设 µW 为偏好关系 ≻ 下的工人最优稳定匹配，µ 为任意完美匹配（不必稳定）．令 W0 为在
µ 下匹配结果优于 µW 的工人集合，即

W0 = {w ∈ W | µ(w) ≻w µW(w)},

并假设 W0 ̸= ∅．则 W0 ̸= W，且存在 w ∈ (W \W0) 和 f ∈ µ(W0)，使得 (w, f) 构成 µ 的阻
塞对．
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证明
显然，对于 w ∈ (W \ W0)，有 µW(w) ⪰w µ(w)．分为两种情况：1. 工人通过交换匹配对象
改善结果：即 µ(W0) = µW(W0) 成立．2. 工人通过其他方式改善结果：即
µ(W0) ̸= µW(W0)．
我们分别研究这两种情况．情况 1：µ(W0) ̸= µW(W0)．由于 |µ(W0)| = |µW(W0)| = |W0|
且 (µ(W0) \ µW(W0)) ̸= ∅，因此 W0 ̸= W．选取任意 f ∈ (µ(W0) \ µW(W0))，并令
w = µW(f)．此时 w ∈ (W \ W0)，因为若 f /∈ µW(W0)，则 µW(f) /∈ W0．
我们将证明 (w, f) 是 µ 的阻塞对．为此，定义以下工人与企业：令 w′ = µ(f)（因
f ∈ µ(W0)，故 w′ ∈ W0）；令 f′′ = µW(w′)（显然 f′′ ∈ µW(W0)）；令 f′ = µ(w)（因
w ∈ (W \ W0)，故 f′ ∈ (F \ µ(W0))．
需证明两点：1. f ≻w f′：因 w ∈ (W \ W0) 且 f ̸= f′，由 µW(w) ⪰w µ(w) 可知
f = µW(w) ⪰w µ(w) = f′．若 f ∼w f′，则 w 对 µ 和 µW 无差异，矛盾于 w ∈ (W \ W0)．因
此 f ≻w f′．
2. w ≻f w′：假设反设 w′ ⪰f w．由于 w′ ∈ W0，f = µ(w′) 且 f′′ = µW(w′)，而 f ≻w′ f′′（因
w′ 偏好 µ 的匹配）．此时 (w′, f) 将成为 µW 的阻塞对，与 µW 的稳定性矛盾．因此 w ≻f w′．
综上，(w, f) 是 µ 的阻塞对．
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证明（续）
情况 2：µ(W0) = µW(W0)．
此时需利用 µW 是由工人提案的延迟接受算法（DA）生成的匹配．设 i 为 DA 算法的最后
一次迭代，其中某个工人 w′ ∈ W0 首次向其最终匹配对象 f ∈ µW(W0) 提案．令 w′′ = µ(f)，
因 f ∈ µ(W0)，故 w′′ ∈ W0．
由 W0 的定义，f = µ(w′′) ≻w′′ µW(w′′)，因此 w′′ 必在迭代 i 之前向 f 提案，并在迭代 i 或
更早时转向 µW 的最终匹配．根据先前的观察，f 在 w′′ 提案后仍需在每次迭代中接收提案．
假设迭代 i − 1 结束时 f 暂接受工人 w 的提案．在迭代 i 中，f 将拒绝 w，而 w 将在迭代
i + 1 或之后提案其最终匹配对象．由于 w′ 是 W0 中最后一个提案的工人，故 w /∈ W0，因
此 W0 ̸= W．
证明 (w, f) 是 µ 的阻塞对：

1 w ≻f w′′：在 DA 算法中，f 在暂接受 w 前已拒绝 w′′，故 w ≻f w′′．
2 f ≻w f′′：令 f′ = µW(w)，f′′ = µ(w)．在 DA 中，w 曾向 f 提案后才匹配到 f′，故

f ≻w f′．因 w ∈ (W \ W0)，有 f′ ⪰w f′′，从而 f ≻w f′′．
结合 w ≻f w′′ 与 f ≻w f′′，可知 (w, f) 是 µ 的阻塞对（图 1.9）．
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定理
记 ≻ 为原始偏好关系，≻′ 为工人 w 在 ≻ 基础上进行谎报的偏好关系．（只有 w 相对于 ≻
的偏好关系发生了变化）．记 µW 为偏好关系 ≻ 下的工人最优稳定匹配，µ′

W 为偏好关系
≻′ 下的工人最优稳定匹配．则有 µW(w) ⪰w µ′

W(w)．

证明
我们使用 Blocking Lemma．在这里我们让 µ′

W 作为 Blocking Lemma 中的 µ．假设定理的结
论不对，即存在 w 使得 mu′

W(w) ≻w µW(w)，则 w ∈ W′，可以运用 Blocking Lemma，得到
µ 关于偏序 ≻ 存在一个阻塞对 (w′, f)．我们又知道 ≻′ 只是 w 的偏好关系发生了变化，不
影响 w′ 和 f 的，因此 (w′, f) 也是 µ 关于偏序 ≻′ 的一个阻塞对，与 µ 是在 ≻′ 求得的稳定
匹配相矛盾了．

上述定理证明了工人提出申请的延迟接受算法对于工人来说是 DSIC 的．我们容易将其推广
到 Setting 2 中，因为只需要略微修改条件，Blocking Lemma 依然适用．同时，由于 Setting
3 可以规约到 Setting 2，因此延迟接受算法在 Setting 3 中也是工人 DSIC 的．
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如果我们把延迟接受算法改成工厂向工人提出申请，在容量为 1 的情况下这显然和之前是
对称的，所以这个时候对于工厂是 DSIC 的．但遗憾的是，在容量大于 1 的情况下，并没有
对称性，这时候也无法使用工厂向工人提出申请的延迟接受算法．而且，我们有这样的结论：

定理
对于 Setting 3，没有能够使得工厂满足 DSIC 的机制．

接下来我们不仅仅局限于以图的形式去研究单个匹配，而是研究匹配之间的关系，这就引出
了格．
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定义
记 Sµ 为一个满足 Setting 1 的给定设置的实例 (W,F) 的所有稳定匹配的集合．定义 Sµ 上
的偏序关系 ≥：对于 µ, µ′ ∈ Sµ，µ ≥ µ′ 当且仅当 ∀w ∈ W，µ(w) ≻w µ′(w)．

定理
Lµ = (Sµ,≥) 是一个 FDL．
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定义
想要证明 Lµ 是一个 FDL，就要去定义匹配之间的交和并．我们首先在定义匹配之间的最大
值和最小值．

定义
对于两个稳定匹配 µ, µ′，对于工人 w，max(µ(w), µ′(w)) 为 w 在 µ(w) 和 µ′(w) 中更喜欢的
那个工厂；min(µ(w), µ′(w)) 为 w 在 µ(w) 和 µ′(w) 中更不喜欢的那个工厂．对于公司 f 的
最大值和最小值是同理的．
我们很容易证明当 f = max(µ(w), µ′(w)) 时，一定有 w = min(µ(f), µ′(f))．也就是说构成了
一个双射，因此很自然地能够定义一个完美匹配 µ1 为 µ1(w) = max(µ(w), µ′(w))．同理我
们也能够定义一个完美匹配 µ2 为 µ2(w) = min(µ(w), µ′(w))．

定理
完美匹配 µ1 和 µ2 都是稳定匹配．
显然 µ1 和 µ2 分别是 µ, µ′ 的最小上界和最大下界，因此可以定义交和并操作为：

µ ∨ µ′ = µ1 and µ ∧ µ′ = µ2

郑涵文 不含钱机制：稳定匹配 35 / 42



Introduction 肾脏交换 稳定匹配 稳定匹配与格 总结

特殊匹配
FDL 表明 Lµ 是一个有限的格，我们容易发现格里面有两个特殊的节点，我们可以叫它们最
顶匹配和最底匹配，分别对应着工人最优匹配和工厂最优匹配．
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旋转

但其他的稳定匹配没有最顶匹配和最底匹配这么极端．我们如何去研究它们，或者说通过比
较好获得的（通过 DA 算法即可）最顶匹配和最低匹配，去生成这些中间的匹配呢？我们引
入旋转的概念．

定义
固定一个与最底匹配不相同的稳定匹配 µ，定义 next 函数：next : W → F∪ {∅}，它表示对
于一个工人 w，找到一个它最喜欢的、满足如下条件的 f：相比于 µ(f)，f 更喜欢 w．如果这
样的 f 存在那么 next(w) = f，否则 next(w) = ∅．
一个关于 µ 的旋转 ρ 是一个有序对集合 ρ = {(w0, f0), (w1, f1), · · · , (wr−1, fr−1)} 使得：

1 (wi, fi) ∈ µ

2 next(wi) = fi+1，next(wr−1) = f0
对 µ 应用旋转 ρ 是指让 wi 全部和 next(wi) 匹配．即 w0,w1, · · · ,wr−2,wr−1 和
f1, f2, · · · , fr−1, f0 匹配．我们如此得到了一个新的匹配 µ′，并记 µ′ = ρ(µ)．
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一个例子如下：
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关于旋转有若干很好的性质，它能够帮助我们从一个对工人比较好的匹配，逐步变换到一个
对工厂比较好的匹配．

定理
记 ρ 是 µ 的一个旋转，并且有 µ′ = ρ(µ)．那么:

1 从 µ 到 µ′，工人们的匹配变得更差（或不变），工厂们的匹配变得更好（或不变）．
2 µ′ 是一个稳定匹配．
3 µ > ρ(µ) = µ′

定理
对于两个匹配 µ, µ′ 满足 µ > µ′，那么一定存在一个 µ 的旋转 ρ 使得 µ > ρ(µ) ≥ µ′．

有了上面的结论，我们可以得到一些观察：比如说，从最顶匹配开始，永远能找到旋转使得
匹配变得更接近最底匹配，直到最终旋转到最底匹配．
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事实上，旋转还有更好的性质．

定理
记 ρ1, ρ2 是 µ 的两个旋转，ρ1 ̸= ρ2．并记 µ1 = ρ1(µ)，µ2 = ρ2(µ)．那么:

1 ρ1, ρ2 没有相同的工人-工厂对．
2 ρ1 是 µ2 的旋转，并且同时 ρ2 是 µ1 的旋转．

关于这个定理我们可以这样理解：ρ1, ρ2 分别在 µ 上找到了一个环，显然这两个环不可能有
交集，所以就没有相同的工人-工厂对．ρ2 只是把 µ 中的一个环利用了，而另一个环完全没
有变化，所以仍然能够使用 ρ1 进行旋转．
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定理
记 ρ1, ρ2 是 µ 的两个旋转，ρ1 ̸= ρ2．并记 µ1 = ρ1(µ)，µ2 = ρ2(µ)．那么:

1 ρ1, ρ2 没有相同的工人-工厂对．
2 ρ1 是 µ2 的旋转，并且同时 ρ2 是 µ1 的旋转．
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