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从囚徒困境出发 博弈论基本概念回顾

从囚徒困境出发，首先回顾博弈论中的几个基本概念。

一个犯罪团伙的两名成员 1 和 2 被捕，他们在两个独立的房间
里接受审问，他们之间无法通信。他们可以选择承认或不承认
罪行，对应的结果如下：

罪犯 2

罪犯 1
不承认 承认

不承认 −1, −1 −15, 0
承认 0, −15 −5, −5

如何规范地表达这一博弈？如何求解这一博弈？
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博弈的表达方式 博弈论基本概念回顾

如何规范地表达囚徒困境？

定义

博弈可被表达为一个三元组 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁)，其中
• 参与人（player）集合：𝑁，参与人记为 𝑖 ∈ 𝑁，
• 每个参与者可以选择的策略（strategy）集合：𝑆𝑖，
• 报酬函数（payoff function）：𝑢𝑖 : 𝑆1 × … × 𝑆𝑛 → ℝ。

例如，在囚徒困境中：
• 𝑁 = {罪犯 1,罪犯 2}，
• 𝑆1 = 𝑆2 = {承认,不承认}，
• 𝑢1 和 𝑢2 可以通过上面的表格给出，如 𝑢1(承认,承认) = −5。
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博弈的解概念 博弈论基本概念回顾

如何求解囚徒困境？

定义

博弈的解或解概念（solution concept）是对于一个博弈的一
种预期结果，通常是一个策略组合，即参与人的行动选择，
或收益的分配结果。

罪犯 2

罪犯 1
不承认 承认

不承认 −1, −1 −15, 0
承认 0, −15 −5, −5

• 参与人 1 发现，无论对方选择承认或不承认，自己选择承认
都会比不承认效用更高

• 参与人 2 发现，无论对方选择承认或不承认，自己选择承认
都会比不承认效用更高
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（严格）占优策略 博弈论基本概念回顾

称不承认是一个严格劣策略（strictly dominated strategy），
即无论对方选择什么，自己选择这个策略都是最差的:

定义

给定参与人 𝑖 的策略 𝑠𝑖，如果他有另一个策略 𝑡𝑖，使得对于
所有 𝑠−𝑖 ∈ 𝑆−𝑖，𝑢𝑖(𝑡𝑖, 𝑠−𝑖) > 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖)，则称 𝑠𝑖 是参与人 𝑖
的一个严格劣策略（strictly dominated strategy）。此时称
𝑠𝑖 被 𝑡𝑖 严格占优（strictly dominated），或者说 𝑡𝑖 严格占
优于（strictly dominates） 𝑠𝑖。

• 博弈论中假定，理性人不会选择严格劣策略，这并不是一个
很强的假设，是符合常识的

• 在博弈论中，参与人是理性的是共同知识
• 因此囚徒困境的解是 (承认,承认)：重复剔除严格劣策略
• 还有（弱）劣策略，上述定义替换为大于等于号即可得到

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 1: 零和博弈与极小极大定理 5 / 56

yhwu_is@zju.edu.cn


纳什均衡 博弈论基本概念回顾

并非所有博弈都有占优策略，例如：

参与人 2

参与人 1

𝐿 𝑅
𝑇 2, 1 2, −20
𝑀 3, 0 −10, 1
𝐵 −100, 2 3, 3

• 如果一个参与人已知他人使用的策略，那么他参加的博弈实
际上就是要选择一个“最佳应对”；

• 考虑策略组合 (𝐵, 𝑅)，此时每个人都不愿意单独偏离这一组
合，因为 𝐵 和 𝑅 各自是对方的最佳应对。也就是说，如果其
它参与人确实根据 (𝐵, 𝑅) 选择了策略，那么每个人都不愿意
单独偏离这一组合，所以这一策略组合是稳定的。
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纳什均衡 博弈论基本概念回顾

将前述直观转化为严谨的表达：

定义

令 𝑠−𝑖 为参与人 𝑖 之外的所有参与人的策略组合，参与人 𝑖 的
策略 𝑠𝑖 是 𝑠−𝑖 的一个最佳应对（best response），如果满足

𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) = max
𝑡𝑖∈𝑆𝑖

𝑢𝑖(𝑡𝑖, 𝑠−𝑖).

基于此，可以定义博弈论中最为核心的解概念——纳什均衡：

定义

一个策略组合 𝑠∗ = (𝑠∗
1, …, 𝑠∗

𝑛) 是一个纳什均衡（Nash
equilibrium），如果对于每个参与人 𝑖，𝑠∗

𝑖  是 𝑠∗
−𝑖 的一个最

佳应对。
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纳什均衡 博弈论基本概念回顾

基于最优反应的定义通常用于计算纳什均衡，下面这一纳什均
衡的等价定义在表达上更为直接：

定义

一个策略组合 𝑠∗ = (𝑠∗
1, …, 𝑠∗

𝑛) 是一个纳什均衡，如果对于每
个参与人 𝑖 和任意的策略 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖都有

𝑢𝑖(𝑠∗) ⩾ 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠∗
−𝑖).

如果 𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠−𝑖) > 𝑢𝑖(𝑠)，那么策略 𝑠𝑖 是参与人 𝑖 有利可图的策
略偏离，纳什均衡的策略向量不允许存在有利可图的策略偏离。
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混合策略纳什均衡 博弈论基本概念回顾

有的博弈可能不存在纳什均衡，例如如下石头剪刀布博弈：

参与人 2

参与人 1

𝑅 𝑆 𝑃
𝑅 0, 0 1, −1 −1, 1
𝑆 −1, 1 0, 0 1, −1
𝑃 1, −1 −1, 1 0, 0

• 那么每个参与人的最优决策是什么呢？我们可以考虑一个参
与人是永远出石头，那么另一个人只要观察到这一点，就可
以永远出布，因此这样的策略是不合理的

• 所以可以猜想，最优的策略是随机的，要让自己的行为不可
捉摸，这就引入了混合策略（mixed strategy）的概念
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混合策略纳什均衡 博弈论基本概念回顾

定义

令 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁) 为一个策略型博弈。一个混合
策略（mixed strategy）是 𝑆𝑖 上的概率分布，参与人 𝑖 的混
合策略集记为

Σ𝑖 = {𝜎𝑖 : 𝑆𝑖 → [0, 1] : ∑
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖) = 1}

其中 𝜎𝑖(𝑠𝑖) 表示参与人 𝑖 在该混合策略下选择策略 𝑠𝑖 的概率。

• 因此混合策略就是给每个 𝑆𝑖 中的策略（称之为纯策略（pure
strategy））一个概率，然后按照这个概率随机选择策略。

• 例如在石头剪刀布博弈中，(1
3 , 1

3 , 1
3) 就是一种混合策略，表示

每个纯策略（出石头、剪刀和布）被选择的概率都是 13。
• 纯策略是混合策略特例：只有一个策略概率为 1，其余为 0。
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混合策略纳什均衡 博弈论基本概念回顾

• 我们还有一个记号，对于每个参与人 𝑖，令 Δ(𝑆𝑖) 为 𝑆𝑖 上的
概率分布集合，即

Δ(𝑆𝑖) = {𝑝 : 𝑆𝑖 → [0, 1] : ∑
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝑝(𝑠𝑖) = 1}

因此我们有 Σ𝑖 = Δ(𝑆𝑖)。
• 有混合策略后，博弈中参与人的效用函数也需要做相应的调
整，需要适应有混合策略的情况。
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混合策略纳什均衡 博弈论基本概念回顾

定义

令 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁) 为一个策略型博弈。𝐺 的混合
扩展（mixed extension）是一个博弈

Γ = (𝑁, (Σ𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑈𝑖)𝑖∈𝑁)

其中 Σ𝑖 = Δ(𝑆𝑖) 是参与人 𝑖 的混合策略集，他的收益函数
𝑈𝑖 : Σ → ℝ 将每个混合策略向量 𝜎 = (𝜎1, …, 𝜎𝑛) ∈ Σ1 × … ×
Σ𝑛 映射到一个实数

𝑈𝑖(𝜎) = 𝔼[𝑢𝑖(𝜎)] = ∑
𝑠∈𝑆

∏
𝑛

𝑗=1
𝜎𝑗(𝑠𝑗)𝑢𝑖(𝑠1, …, 𝑠𝑛)

• 这里使用了冯诺伊曼-摩根斯坦恩效用函数，按各个纯策略出
现的概率求解参与人 𝑖 在混合策略向量 𝜎 下的期望收益

• 这里还蕴含一个假定：每个参与人的行动相互独立
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混合策略纳什均衡 博弈论基本概念回顾

类似于纯策略纳什均衡，可以给出混合策略纳什均衡的定义。
给定一个博弈的混合扩展 Γ = (𝑁, (Σ𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑈𝑖)𝑖∈𝑁)，一个混合
策略向量 𝜎∗ 是一个混合策略纳什均衡，若对每个参与人 𝑖，有

𝑈𝑖(𝜎∗) ⩾ 𝑈𝑖(𝜎𝑖, 𝜎∗
−𝑖), ∀𝜎𝑖 ∈ Σ𝑖

• 然而，这一定义显然不太适合用于判断和计算混合策略纳什
均衡，因此引入一个更为方便的等价条件方便判断：

混合策略纳什均衡等价条件

令 𝐺 = (𝑁, (𝑆𝑖)𝑖∈𝑁 , (𝑢𝑖)𝑖∈𝑁) 为一个策略型博弈，Γ 为 𝐺 的
混合扩展。一个混合策略向量 𝜎∗ 是 Γ 的混合策略纳什均衡，
当且仅当对于每个参与人 𝑖 和每一个纯策略 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖，有

𝑈𝑖(𝜎∗) ⩾ 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖)
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混合策略纳什均衡 博弈论基本概念回顾

证明 :  正向推导只需要注意到纯策略也是特殊的混合策略即可。
反过来，对于参与人 𝑖 的每个混合策略 𝜎𝑖，

𝑈𝑖(𝜎, 𝜎∗
−𝑖) = ∑

𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖)𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖) ⩽ ∑

𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖)𝑈𝑖(𝜎∗) = 𝑈𝑖(𝜎∗)

□

计算混合策略纳什均衡一方面可以使用最优反应方法，另一方
面可以使用如下的无差异原则，更为便捷：

无差异原则

令 𝜎∗ 为一个混合策略纳什均衡，𝑠𝑖 和 𝑠𝑖′ 为参与人 𝑖 的两个
纯策略，若 𝜎∗

𝑖 (𝑠𝑖), 𝜎∗
𝑖 (𝑠𝑖′) > 0，则 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗

−𝑖) = 𝑈𝑖(𝑠𝑖′, 𝜎∗
−𝑖)。

定理成立的原因很简单：如果 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖) > 𝑈𝑖(𝑠𝑖′ , 𝜎∗

−𝑖)，那么
参与人 𝑖 应该增加 𝑠𝑖 的概率，这样可以提高自己的收益。
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混合策略纳什均衡计算例题 博弈论基本概念回顾

考虑如下性别大战：一对夫妻要安排他们周末的活动，可选择
的活动有看足球赛（𝐹）和听音乐会（𝐶）。丈夫更喜欢看足球
赛，而妻子更喜欢听音乐会。如果他们选择的活动不同，那么
他们都不会高兴，如果他们选择的活动相同，那么他们都会高
兴，只是高兴程度略有不同：

妻子

丈夫
𝐹 𝐶

𝐹 2, 1 0, 0
𝐶 0, 0 1, 2

显然 (𝐹 , 𝐹) 和 (𝐶, 𝐶) 是纯策略纳什均衡，但是否存在非纯策略
纳什均衡的混合策略纳什均衡呢？

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 1: 零和博弈与极小极大定理 15 / 56

yhwu_is@zju.edu.cn


混合策略纳什均衡计算例题 博弈论基本概念回顾

首先展示如何使用最优反应法计算混合策略纳什均衡。对于丈
夫的每个混合策略 [𝑥(𝐹), (1 − 𝑥)(𝐶)]，妻子的最优反应集合为

𝑏𝑟2(𝑥) = arg max
𝑦∈[0,1]

𝑢2(𝑥, 𝑦)

= {𝑦 ∈ [0, 1] : 𝑢2(𝑥, 𝑦) ⩾ 𝑢2(𝑥, 𝑧), ∀𝑧 ∈ [0, 1]}

而 𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 ⋅ 1 + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦) ⋅ 2 = 2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 3𝑥𝑦，
将 𝑥 视为定值，求导即可得到最优反应集合为（丈夫同理）:

𝑏𝑟2(𝑥) ≔

{{
{{
{{
{{0} 𝑥 ∈ [0, 2

3)
[0, 1]𝑥 ∈ {2

3}
{1} 𝑥 ∈ (2

3 , 1]
,   𝑏𝑟1(𝑦) ≔

{{
{{
{{
{{0} 𝑦 ∈ [0, 1

3)
[0, 1]𝑦 ∈ {1

3}
{1} 𝑦 ∈ (1

3 , 1]
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混合策略纳什均衡计算例题 博弈论基本概念回顾

三个交点：(𝑥∗, 𝑦∗) = (0, 0)，(𝑥∗, 𝑦∗) = (2
3 , 1

3)，(𝑥∗, 𝑦∗) =
(1, 1)，第 1 个和第 3 个是纯策略纳什均衡，第 2 个是混合策略
纳什均衡，混合策略纳什均衡对应的收益为 (2

3 , 2
3)。
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混合策略纳什均衡计算例题 博弈论基本概念回顾

接下来使用无差异原则计算混合策略纳什均衡。使用无差异原
则时首先需要先找到纯策略纳什均衡，否则后续计算可能会忽
略。纯策略纳什均衡显然是 (𝐹 , 𝐹) 和 (𝐶, 𝐶)。

考虑丈夫的混合策略 𝜎1 = [𝑥(𝐹), (1 − 𝑥)(𝐶)] 和妻子的混合策略
𝜎2 = [𝑦(𝐹), (1 − 𝑦)(𝐶)]，若 0 < 𝑥 < 1，0 < 𝑦 < 1（称为完全混
合的均衡）根据无差异原则必有丈夫选择 𝐹  和 𝐶 的效用相等：

𝑈1(𝐹 , 𝜎2) = 2𝑦 = 1 − 𝑦 = 𝑈1(𝐶, 𝜎2)

解得 𝑦 = 1
3，同理可以解得 𝑥 = 2

3。因此我们用无差异原则更为
简便地得到了混合策略纳什均衡。

注意，无差异原则不仅是混合策略纳什均衡的必要条件，也是
充分条件。因为可以证明，如果 𝑈𝑖(𝑠𝑖′ , 𝜎∗

−𝑖) < 𝑈𝑖(𝑠𝑖, 𝜎∗
−𝑖)，则

必有 𝜎∗
𝑖 (𝑠𝑖′) = 0，故无差异原则选择的有概率纯策略的必然是

最优反应策略。
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关于纳什均衡的其它主题 博弈论基本概念回顾

•（混合策略）纳什均衡的存在性
‣ 下一讲的主题，主要涉及上半连续性和不动点定理

• 纳什均衡的计算复杂度
‣ 本学期讲授的一大主题，涉及全新复杂度类

• 策略集合连续情形下的（混合策略）纳什均衡
‣ 难度较大，有一系列的论文讨论
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最大最小值 零和博弈与极小极大定理证明一

回忆如下博弈，其纯策略纳什均衡是 (𝐵, 𝑅)：

参与人 2

参与人 1

𝐿 𝑅
𝑇 2, 1 2, −20
𝑀 3, 0 −10, 1
𝐵 −100, 2 3, 3

但行参与人选择 𝐵 其实会很犹豫：

• 如果列参与人选了 𝐿 怎么办（不管是因为意外，还是不理性，
或是其他原因），(𝐵, 𝐿) 是灾难性的，因此行参与人可能更偏
好 𝑇，虽然只带来 2 的收益，但可以保证避免 −100 的灾难。

• 如何保证自己避免最大的损失？选取最差情况最好的策略：
最大最小策略。
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最大最小值 零和博弈与极小极大定理证明一

定义

给定一个博弈，参与人 𝑖 的最大最小策略（maxmin
strategy）是参与人 𝑖 的一个策略 𝑠∗

𝑖，满足

min
𝑡−𝑖∈𝑆−𝑖

𝑢𝑖(𝑠∗
𝑖 , 𝑡−𝑖) ⩾ min

𝑡−𝑖∈𝑆−𝑖
𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑡−𝑖), ∀𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖,

即 𝑠∗
𝑖  下的最差情况是最优的，即可以保证自己得到收益

𝑣𝑖 = max
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

min
𝑡−𝑖∈𝑆−𝑖

𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑡−𝑖),

𝑣𝑖 称为参与人 𝑖 的最大最小值（maxmin value），于是最大
最小策略等价于 𝑢𝑖(𝑠∗

𝑖 , 𝑡−𝑖) ⩾ 𝑣𝑖, ∀𝑡−𝑖 ∈ 𝑆−𝑖。

有时策略是无限集合，min 和 max 可能不存在，可以用下确界
和上确界代替。
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最大最小值 零和博弈与极小极大定理证明一

纳什均衡与最大最小值的关系由下述结果给出：

命题

对于每个参与人 𝑖，策略型博弈的每个纳什均衡 𝑠∗ 满足
𝑢𝑖(𝑠∗) ⩾ 𝑣𝑖

证明 :

𝑢𝑖(𝑠∗
𝑖 , 𝑠∗

−𝑖) = max
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑠∗
−𝑖)

⩾ max
𝑠𝑖∈𝑆𝑖

min
𝑡−𝑖∈𝑆−𝑖

𝑢𝑖(𝑠𝑖, 𝑡−𝑖)

□
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最大最小值 零和博弈与极小极大定理证明一

根据定义可以求解前述博弈两个参与人的最大最小值和最大最
小策略，只需首先写出每个策略下的效用最小可能值，然后选
出最大化最小值的策略即可：

纳什均衡可以确保“稳定性”，最大最小策略可以保证“安全性”，
能否同时满足这两个条件呢？零和博弈可以保证这一点。
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零和博弈的定义 零和博弈与极小极大定理证明一

定义

如果对每个策略向量 (𝑠1, 𝑠2)，有 𝑢1(𝑠1, 𝑠2) + 𝑢2(𝑠1, 𝑠2) = 0，
那么这个博弈是一个（双人）零和博弈（zero-sum game）。

• 事实上，一个双人博弈（不一定是零和的）又叫作双矩阵博
弈。一个双矩阵博弈可以描述为两个 𝑚 × 𝑛 的收益矩阵 𝐴 和
𝐵，其中一个是行参与者的，一个是列参与者的。

• 在零和博弈中，𝐵 = −𝐴，因此零和博弈只需要一个矩阵就可
以表达，其中表格中的每个元素是行参与者的收益，列参与
者的收益是这个数的相反数。

• 例如石头剪刀布博弈的零和博弈表示：

(
((
( 0

−1
1

1
0

−1

−1
1
0 )

))
)
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最大最小值和最小最大值 零和博弈与极小极大定理证明一

设收益矩阵为 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
，当行参与者的混合策略为 𝒙 =

(𝑥1, …, 𝑥𝑚)，列参与者的混合策略为 𝒚 = (𝑦1, …, 𝑦𝑛) 时，行参
与者的期望收益是（列参与人是相反数）

𝑢1(𝒙, 𝒚) = ∑
𝑚

𝑖=1
∑

𝑛

𝑗=1
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 = 𝒙T𝐴𝒚

接下来的目标是证明，零和博弈的纳什均衡和最大最小值等价，
因此可以同时实现稳定性和安全性。首先看参与人 1 和 2 的最
大最小值：

𝑣1 = max
𝒙

min
𝒚

𝒙T𝐴𝒚

𝑣2 = max
𝒚

min
𝒙

𝒙T(−𝐴)𝒚 = − min
𝒚

max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚
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最大最小值和最小最大值 零和博弈与极小极大定理证明一

基于上述讨论可以给出如下定义：

定义

定义双人零和博弈的
• 最大最小值为 𝑣 = max𝒙 min𝒚 𝒙T𝐴𝒚，取得最大最小值的 𝒙
称为行参与者的最大最小策略；

• 最小最大值为 𝑣 = min𝒚 max𝒙 𝒙T𝐴𝒚，取得最小最大值的 𝒚
称为列参与者的最小最大策略。

• 行参与者知道对方要尽可能得到最小的 𝒙T𝐴𝒚，故最大最小值
是行参与者的安全选择；列参与者知道对方要尽可能得到最
大的 𝒙T𝐴𝒚，因此最小最大值是列参与者的安全选择。

• 如果 𝑣 = 𝑣，此时 𝑣1 + 𝑣2 = 0，直观而言，这意味着行参与者
的最大最小策略和列参与者的最小最大策略可以“相遇”，两个
有良好性质的策略同时实现或许可以达到一个均衡？——确实
如此，这就是零和博弈的纳什均衡。
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极小极大定理 零和博弈与极小极大定理证明一

极小极大定理

在任意零和博弈中，都有 𝑣 = 𝑣 成立，或者展开来说，

max
𝒙

min
𝒚

𝒙T𝐴𝒚 = min
𝒚

max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚

称 𝑣 = 𝑣 为双人零和博弈的值（value）。极小极大定理的证明
方式是分别证明 𝑣 ⩽ 𝑣 和 𝑣 ⩾ 𝑣。前一半的证明非常简单，后一
半相对较为复杂，本讲的核心就是给出后一半的三种证明，在
之后讨论在线学习时还会给出第四种证明。首先证明 𝑣 ⩽ 𝑣：

证明 :  令 𝑦∗ = arg min
𝒚

max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚，则

𝑣 = max
𝒙

min
𝒚

𝒙T𝐴𝒚 ⩽ max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚∗ = min
𝒚

max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚 = 𝑣

□
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技术上的说明 零和博弈与极小极大定理证明一

上述证明第一步令 𝑦∗ = min
𝒚

max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚 依赖于两个结论：

• 如果 𝑓(𝑥, 𝑦) 是连续函数，则 𝑦 ↦ max
𝑥

𝑓(𝑥, 𝑦) 也是连续函数，
严格的证明可见 mathstackexchange 上的回答；

• 紧集上的连续函数必能取最大/最小值。

事实上 𝑦 ↦ max
𝑥

𝑓(𝑥, 𝑦) 这样的函数与经济学优化问题中著名的
包络定理有关，常用于间接效用函数等优化：

包络定理

若 𝑓(𝑥, 𝑦) 可微，令 𝑔(𝑦) = max
𝑥

𝑓(𝑥, 𝑦)，𝑥(𝑦) 表示固定 𝑦 时
最大化 𝑓(𝑥, 𝑦) 的 𝑥，则

d𝑔(𝑦)
d𝑦

= 𝜕𝑓(𝑥(𝑦), 𝑦)
𝜕𝑦

.
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技术上的说明 零和博弈与极小极大定理证明一

证明 :  根据极值一阶条件，对任意的 𝑦，对应极值点 𝑥 必然满足

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

= 0

根据隐函数定理，只要雅可比行列式 𝜕
2𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥2 ≠ 0，即可解出 𝑥

作为 𝑦 的可微函数，记为 𝑥(𝑦)。根据链式法则有

d𝑔(𝑦)
d𝑦

= 𝜕𝑓(𝑥(𝑦), 𝑦)
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑓(𝑥(𝑦), 𝑦)
𝜕𝑥

d𝑥(𝑦)
d𝑦

= 𝜕𝑓(𝑥(𝑦), 𝑦)
𝜕𝑦

□

一个简单的例子，𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑦𝑥2 + 2𝑥 + 1，可以算出 𝑥(𝑦) =
1
𝑦，𝑔(𝑦) = 1 + 1

𝑦，则 d𝑔(𝑦)
d𝑦 = − 1

𝑦2 = −𝑥(𝑦)2 = 𝜕𝑓(𝑥(𝑦),𝑦)
𝜕𝑦 ，因此

使用包络定理可以简化一些优化问题的求解。
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技术上的说明 零和博弈与极小极大定理证明一

包络定理的几何解释如下：

当 𝑓(𝑥, 𝑎) 中的 𝑎 变化到使得 𝑥 = 𝑥(𝑎) 时与 𝜙(𝑎) 相切，因此
𝜙(𝑎) 是一系列 𝑓(𝑥, 𝑎) 的包络线。
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零和博弈的纳什均衡 零和博弈与极小极大定理证明一

极小极大定理的第一种证明将在下一定理的证明过程中给出：

定理

对于一个双人零和博弈，(𝒙∗, 𝒚∗) 是纳什均衡当且仅当 𝒙∗ 是
行参与者的最大最小策略，𝒚∗ 是列参与者的最小最大策略。

这一定理说明，对于双人零和博弈，纳什均衡和最大最小策略
是等价的，因此我们可以通过计算最大最小值来求解纳什均衡，
并且零和博弈的解概念（即“值”）的兼具稳定性和安全性。

证明 :  从纳什均衡出发，有

(𝒙∗)T𝐴𝒚∗ = max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚∗ ⩾ min
𝒚

max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚

⩾ max
𝒙

min
𝒚

𝒙T𝐴𝒚 ⩾ min
𝒚

(𝒙∗)T𝐴𝒚 = (𝒙∗)T𝐴𝒚∗
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零和博弈的纳什均衡 零和博弈与极小极大定理证明一

故三个不等号必须取等号，其中第一、三个不等号取等表明 𝒙∗

是行参与者的最大最小策略，𝒚∗ 是列参与者的最小最大策略。
第二个不等号取等就是极小极大定理。根据纳什定理，双人零
和博弈必然存在纳什均衡，故对任意的双人零和博弈，极小极
大定理成立。

下面继续完成这一定理的证明，从最大最小策略出发，有

(𝒙∗)T𝐴𝒚∗ ⩾ min
𝒚

(𝒙∗)T𝐴𝒚 = max
𝒙

min
𝒚

𝒙T𝐴𝒚

= min
𝒚

max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚 = max
𝒙

𝒙T𝐴𝒚∗ ⩾ (𝒙∗)T𝐴𝒚∗

故两个不等号必须取等号，因此 𝒙∗ 是 𝒚∗ 的最优反应，且 𝒚∗ 是
𝒙∗ 的最优反应，因此 (𝒙∗, 𝒚∗) 是一个纳什均衡。从而这一定理
统一了零和博弈的安全性和稳定性，也表明零和博弈纳什均衡
具有唯一性（一般博弈没有这一性质）。 □
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极小极大定理拓展形式 零和博弈与极小极大定理证明一

极小极大定理的拓展形式

令 𝑋, 𝑌 ∈ ℝ𝑁  是紧凸集，𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → ℝ 是连续的凹-凸函数
（concave-convex function），即对于任意 𝑦 ∈ 𝑌，𝑓(𝑥, 𝑦) 是
𝑥 的凹函数，对于任意 𝑥 ∈ 𝑋，𝑓(𝑥, 𝑦) 是 𝑦 的凸函数。则有

max
𝑥∈𝑋

min
𝑦∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) = min
𝑦∈𝑌

max
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥, 𝑦)

图中给出了 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 的图像，形象地解释了这一定理。
吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 1: 零和博弈与极小极大定理 34 / 56

yhwu_is@zju.edu.cn


极小极大定理拓展形式 零和博弈与极小极大定理证明一

关于极小极大定理，还有如下几点值得说明：

• 上图中的“极大极小点”又称为鞍点（saddle point），因其形
状类似马鞍。

• 极小极大定理的一半，即极大极小值小于等于极小极大值是
普遍成立的，与函数形式无关，这从之前的证明可以看出。

• 姚期智先生在算法复杂度领域也提出了一个极小极大定理，
用于分析随机算法在随机输入上的期望复杂度，感兴趣的读
者可以参考Wikipedia 上的词条。

• 事实上极小极大定理还可以进一步推广，感兴趣的读者可以
参考Wikipedia 上的 Minimax theorem等相关词条。
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GAN 与零和博弈 零和博弈与极小极大定理证明一

生成对抗网络（Generative Adversarial Networks, GAN）是
一种深度学习模型，由生成器（Generator，简称 𝐺）和判别器
（Discriminator，简称 𝐷）组成，其中生成器生成数据，判别器
判断数据来源于真实数据还是生成器生成的。判别器希望准确
判断，生成器希望生成数据能够“骗过”判别器，这一零和博弈
的效用函数为

𝑉 (𝐷, 𝐺) = 𝔼𝑥∼𝑝data
[log 𝐷(𝑥)] + 𝔼𝑧∼𝑝𝑧

[log(1 − 𝐷(𝐺(𝑧)))],

其中 𝑝data 是真实数据的分布，𝑝𝑧 是生成器的输入分布，因此
𝑉 (𝐷, 𝐺) 越大说明判别器越好，反之生成器越好。因此判别器
的目标是 max

𝐷
min

𝐺
𝑉 (𝐷, 𝐺)，生成器则是 min

𝐺
max

𝐷
𝑉 (𝐷, 𝐺)。最

终稳定的情况是生成器生成的数据和真实数据的分布相同，判
别器无法区分真实数据和生成数据。

论文链接：Goodfellow 的原论文、Arora 等人的博弈分析。
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凸集 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

为了讲解极小极大定理的第二种证明，我们需要引入一些概念：

定义

集合 𝐴 ⊆ ℝ𝑁  是凸（convex）的，如果对于任何 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 和
0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1，都有 𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦 ∈ 𝐴。

简单地说，若连接 ℝ𝑁  中的某个集合中的任何两个向量的线段
都在该集合中，则该集合是凸的。
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凸包 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

定义

集合 𝐴 ⊆ ℝ𝑁  的凸包（convex hull）是包含 𝐴 的最小凸集，
等价的，是所有包含 𝐴 的凸集的交集，记为 conv(𝐴)。

容易验证凸包也等于 𝐴 中元素所有可能的凸组合的集合，即

conv(𝐴) = {∑
𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖𝑥𝑖 : 𝑥𝑖 ∈ 𝐴, 𝜆𝑖 ⩾ 0, ∑

𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖 = 1}
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超平面和半空间 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

定义

ℝ𝑛 中的一个超平面（hyperplane） 𝐻(𝑎, 𝑏) 可以由一个法向
量 𝑎 ∈ ℝ𝑛 和一个标量（称为截距） 𝑏 ∈ ℝ 确定，即

𝐻(𝑎, 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 : ⟨𝑎, 𝑥⟩ = 𝑏}

其中 ⟨𝑎, 𝑥⟩ = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 是 𝑎 和 𝑥 的内积。

记 𝐻+(𝑎, 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 : ⟨𝑎, 𝑥⟩ ⩾ 𝑏} 和 𝐻−(𝑎, 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 :
⟨𝑎, 𝑥⟩ ⩽ 𝑏} 分别为超平面 𝐻(𝑎, 𝑏) 的半空间（half-space）。

不难验证，有限个半空间的交集是凸集。
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超平面和半空间 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

可将超平面定义 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏 视为用线性约束
得到 𝑛 − 1 维“平面”。𝑎 称为法向量的原因是，若任取 𝑥1, 𝑥2 ∈
𝐻(𝑎, 𝑏)，有 ⟨𝑎, 𝑥1⟩ = ⟨𝑎, 𝑥2⟩ = 𝑏，故 ⟨𝑎, 𝑥1⟩ − ⟨𝑎, 𝑥2⟩ = 0，即
⟨𝑎, 𝑥1 − 𝑥2⟩ = 0，故 𝑎 与 𝐻(𝑎, 𝑏) 上任意向量正交。
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分离超平面定理 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

接下来进一步讨论与凸集相关的概念和结论以方便之后的讨论。
首先是分离超平面定理，在之后的讨论中广泛应用。其几何直
观为：若两个凸集不相交，则存在一个超平面将它们分开。
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分离超平面定理 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

为了严格叙述并证明这一定理，首先给出分离的定义：

定义

称两个集合 𝐴, 𝐵 ⊆ ℝ𝑛 被超平面 𝐻(𝑎, 𝑏) 分离，如果 𝐴 ⊆
𝐻+(𝑎, 𝑏) 且 𝐵 ⊆ 𝐻−(𝑎, 𝑏)（或反之）。称分离是严格的，如果
𝐴 ⊆ 𝐻+(𝑎, 𝑏) \ 𝐻(𝑎, 𝑏) 且 𝐵 ⊆ 𝐻−(𝑎, 𝑏) \ 𝐻(𝑎, 𝑏)（或反之）。

为了证明分离超平面定理，回忆一个基本的结果：如果 𝑋 是一
个闭集，则对每个点 𝑥 ∉ 𝑋，至少存在一个点 𝑦 距离 𝑥 最近。
接下来要证明的是，如果 𝑋 是闭凸集，最近的点是唯一的：

引理

令 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 是一个闭凸集，𝑥 ∈ ℝ𝑛 是一个不在 𝑋 中的点，则
存在唯一的 𝑦 ∈ 𝑋，使得 𝑑(𝑥, 𝑋) = 𝑑(𝑥, 𝑦)。
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分离超平面定理 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

基于这一引理，可以证明下面的引理，事实上也是分离超平面
定理的一个特例：

引理

令 𝐵 ⊆ ℝ𝑛 是一个闭凸集，𝑥 ∈ ℝ𝑛 是一个不在 𝐵 中的点，𝑦
是 𝐵 中距离 𝑥 最近的点。那么超平面 𝐻(𝑥 − 𝑦, ⟨𝑥 − 𝑦, 𝑦⟩) 将
𝐵 和 𝑥 分离。进一步地，存在超平面将 𝐵 和 𝑥 严格分离。

其中 𝑥 − 𝑦 就是超平面的法向量，⟨𝑥 − 𝑦, 𝑦⟩ 使得超平面经过 𝑦。
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分离超平面定理 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

分离超平面定理

令 𝐴, 𝐵 ⊆ ℝ𝑛 是两个凸集，如果 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，则存在超平面
𝐻(𝑎, 𝑏) 将 𝐴 与 𝐵 分离。

• 可以先根据引理证明 𝐴, 𝐵 都是闭凸集时的结果，然后对非闭
集的情况取闭包即可。

• 需要注意的是，两个闭凸集之间不一定可以严格分离，这一
点可以从两个不相交的闭集距离可以等于 0 看出来。
‣ 注意到 𝑦 = 1

𝑥  的函数曲线与 𝑥 轴都是闭集，但它们之间的
距离为 0 即可。

• 等价的表达为，存在 𝑝 ∈ ℝ𝑛 且 𝑝 ≠ 0 和 𝑐 ∈ ℝ 使得 𝑝 ⋅ 𝑥 ⩾ 𝑐
且 𝑝 ⋅ 𝑦 ⩽ 𝑐 对任意的 𝑥 ∈ 𝐴 和 𝑦 ∈ 𝐵 成立，严格分离的情况
下可以取到严格不等号。
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支撑超平面定理 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

支撑超平面定理

令 𝐵 ⊆ ℝ𝑛 是一个凸集，𝑥 ∈ 𝐵 不是 𝐵 的内点。则存在 𝑝 ∈
ℝ𝑁  且 𝑝 ≠ 0 使得 𝑝 ⋅ 𝑥 ⩾ 𝑝 ⋅ 𝑦 对任意的 𝑦 ∈ 𝐵 成立。

大致证明思想如下：由于 𝑥 不是 𝐵 的内点，在直觉上，可以找
到一个序列𝑥𝑚 → 𝑥，使得对于所有 𝑚，𝑥𝑚 都不是集合 𝐵 的闭
包的元素。根据分离超平面定理，对每个 𝑚，存在一个 𝑝𝑚 ≠ 0
和一个 𝑐𝑚 ∈ ℝ 使得

𝑝𝑚 ⋅ 𝑥𝑚 > 𝑐𝑚 ⩾ 𝑝𝑚 ⋅ 𝑦

对每个 𝑦 ∈ 𝐵 成立。不失一般性，我们可以假设对于每个 𝑚 都
有 ‖𝑝𝑚‖ = 1，故可抽出一个子序列，存在 𝑝 ≠ 0 和 𝑐 ∈ ℝ 使得
𝑝𝑚 → 𝑝 和 𝑐𝑚 → 𝑐。对上式取极限，可得 𝑝 ⋅ 𝑥 ⩾ 𝑝 ⋅ 𝑦 对任意的
𝑦 ∈ 𝐵 成立。
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支撑超平面定理 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

下面是上述证明思想的一个示意图：
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极小极大定理证明 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

基于分离超平面定理，可以给出极小极大定理的第二种证明。
首先给出一个引理：

引理

设 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
，则以下两个条件必成立其一：

1. 0 在如下 𝑛 + 𝑚 个点的凸包中：𝑎1 =
(𝑎11, …, 𝑎𝑚1), …, 𝑎𝑛 = (𝑎1𝑛, …, 𝑎𝑚𝑛) 和 𝑒1 =
(1, 0, …, 0), …, 𝑒𝑚 = (0, …, 0, 1)，即矩阵的各列和 𝑚 维向
量空间的自然基；

2. 存在 𝑥1, …, 𝑥𝑚 满足 𝑥𝑖 > 0 且 ∑𝑚
𝑖=1 𝑥𝑖 = 1，使得

∑𝑚
𝑖=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖 > 0 对任意的 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛} 成立。

第二个条件的几何意义很明确，即存在一个正卦限中的向量与
𝐴 的所有列向量的内积都是正的，并且可以直接保证 𝑣 > 0，在
极大极小定理证明中有直接的作用。
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极小极大定理证明 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

这一引理自然引起了两种情况下的分类讨论，从而证明极小极
大定理。接下来首先证明这一引理。

证明 :  记 𝐶 ≔ conv(𝑎1, …, 𝑎𝑛, 𝑒1, …, 𝑒𝑚)。若条件 1 成立，则定
理成立。若条件 1 不成立，则 0 ∉ 𝐶，根据分离超平面定理，存
在 𝑝 ∈ ℝ𝑚 使得 𝑝 ⋅ 𝑥 > 𝑝 ⋅ 0 = 0 对任意的 𝑥 ∈ 𝐶 成立。由于
𝑒𝑖 ∈ 𝐶，则 𝑝 ⋅ 𝑒𝑖 > 0 对任意的 𝑖 成立，即 𝑝 = (𝑝1, …, 𝑝𝑚) 满足
𝑝𝑖 > 0。

令 𝑥𝑖 = 𝑝𝑖
∑𝑚

𝑖=1 𝑝𝑖
，则 𝑥𝑖 > 0 且 ∑𝑚

𝑖=1 𝑥𝑖 = 1。对任意的 𝑗，有

∑
𝑚

𝑖=1
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖 = ∑

𝑚

𝑖=1
𝑎𝑖𝑗

𝑝𝑖
∑𝑚

𝑖=1 𝑝𝑖
=

𝑎𝑗 ⋅ 𝑝
∑𝑚

𝑖=1 𝑝𝑖
> 0,

故引理成立。 □
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极小极大定理证明 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

在引理的基础上可以证明极小极大定理：

证明 :  假设引理第一种情况成立，即 0 ∈ 𝐶，则存在 𝑠1, …, 𝑠𝑛+𝑚
使得

∑
𝑛

𝑗=1
𝑠𝑗𝑎𝑖𝑗 + 𝑠𝑛+𝑖 = 0, 𝑖 = 1, …, 𝑚

假设 𝑠𝑖 = 0 对所有的 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛} 成立，则由于 𝑒1, …, 𝑒𝑚 是一
组基，则只能有 𝑠𝑛+𝑖 = 0 对 𝑖 = 1, …, 𝑚 成立，这与 ∑𝑛+𝑚

𝑖=1 𝑠𝑖 =
1 矛盾。故存在 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛} 使得 𝑠𝑖 > 0，故可令 𝑦𝑖 = 𝑠𝑖

∑𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖
，

则 𝑦𝑖 ⩾ 0 且 ∑𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖 = 1，且有 ∑𝑛

𝑗=1 𝑦𝑗𝑎𝑖𝑗 = − 𝑠𝑛+𝑖
∑𝑛

𝑖=1 𝑠𝑖
⩽ 0，故

有 𝑣 ⩽ 𝑣 ⩽ 0。

假设引理第二种情况成立，立即可得 𝑣 ⩾ 𝑣 > 0。由于两者情况
必有其一成立，故不可能有 𝑣 ⩽ 0 < 𝑣。
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极小极大定理证明 极小极大定理证明二：基于分离超平面定理

考虑 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛
，满足 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑘，不难得到 𝑥T𝐵𝑦 =

𝑥T𝐴𝑦 + 𝑘，对双人矩阵 𝐵 博弈使用之前的讨论可知，不可能有
𝑣 + 𝑘 ⩽ 0 < 𝑣 + 𝑘，即不可能有 𝑣 ⩽ −𝑘 < 𝑣，由于这对任意的 𝑘
都成立，故不可能有 𝑣 < 𝑣，故只能有 𝑣 = 𝑣，即极小极大定理
成立。 □
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线性规划基础 极小极大定理证明三：基于线性规划对偶

关于线性规划与线性规划对偶的基础知识，现成的资料已经非
常全面，这里不再赘述，有兴趣的同学可以参考如下资料：

• 芝加哥大学徐海峰老师课件：线性规划基础和线性规划对偶；
• 金鱼马的知乎：线性规划的几何基础、线性规划单纯形法和
线性规划的对偶；

第一部分的课件内容已经足够，如果想要阅读更详细的推导过
程或者有更深入的了解，可以参考第二部分的知乎专栏。
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极小极大定理证明 极小极大定理证明三：基于线性规划对偶

接下来使用线性规划强对偶定理证明极小极大定理。这一证明
也将表明，双人零和博弈纳什均衡的计算可以通过求解线性规
划问题解决。

证明 :  首先，不难理解有如下表达式：

max
𝒙∈Δ([𝑚])

min
𝒚∈Δ([𝑛])

𝒙T𝐴𝒚 = max
𝒙∈Δ([𝑚])

min
𝑗∈[𝑛]

𝒙T𝐴𝑒𝑗,

min
𝒚∈Δ([𝑛])

max
𝒙∈Δ([𝑚])

𝒙T𝐴𝒚 = min
𝒚∈Δ([𝑛])

max
𝑖∈[𝑚]

𝑒T
𝑖 𝐴𝒚

其中 [𝑚] = {1, …, 𝑚}，[𝑛] = {1, …, 𝑛} 是常用记号，𝑒𝑗 和 𝑒𝑖 表
示第 𝑗 和第 𝑖 个自然基。第一个表达式成立的原因在于，对于
任意的 𝒙 ∈ Δ([𝑚])，必然有某个纯策略 𝑒𝑗 使得 𝒙T𝐴𝑒𝑗 达到最
小值，这是因为混合策略效用只是纯策略效用的期望值。第二
个表达式的证明类似。
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极小极大定理证明 极小极大定理证明三：基于线性规划对偶

基于上述表达式，可以写出最大最小值和最小最大值对应的线
性规划形式如下：二者互为对偶问题，且二者最优解有界，根
据强对偶定理，二者最优解相等，即极小极大定理成立。 □

最大最小值 最小最大值

max  𝑢

 s.t.  𝑢 ⩽ ∑
𝑚

𝑖=1
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖,  ∀𝑗 ∈ [𝑛]

   ∑
𝑚

𝑖=1
𝑥𝑖 = 1,

   𝑥𝑖 ⩾ 0,     ∀𝑖 ∈ [𝑚]

min  𝑣

 s.t.  𝑣 ⩾ ∑
𝑛

𝑗=1
𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗,  ∀𝑖 ∈ [𝑚]

   ∑
𝑛

𝑗=1
𝑦𝑗 = 1,

   𝑥𝑖 ⩾ 0,     ∀𝑗 ∈ [𝑛]
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一般约束优化问题 极小极大定理证明三：基于线性规划对偶

线性规划是一类特殊的约束优化问题，一般的约束优化问题。
只有等式的约束优化问题的求解方式在微积分中就已经给出，
即拉格朗日乘子法。对于有不等式约束的问题，在写出拉格朗
日函数后，可以使用库恩-塔克条件（KKT 条件）进行求解——
这是经济学中最常用的技术之一。

相关内容属于凸优化范畴，可以阅读金鱼马的知乎专栏。事实
上，本讲中线性规划的对偶、弱对偶定理和强对偶定理等只是
凸优化中相关内容的特例。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 1: 零和博弈与极小极大定理 56 / 56

https://www.zhihu.com/column/c_1676006565717573634
yhwu_is@zju.edu.cn

	博弈论基本概念回顾
	从囚徒困境出发
	博弈的表达方式
	博弈的解概念
	（严格）占优策略
	纳什均衡
	混合策略纳什均衡
	混合策略纳什均衡计算例题
	关于纳什均衡的其它主题

	零和博弈与极小极大定理证明一
	最大最小值
	零和博弈的定义
	最大最小值和最小最大值
	极小极大定理
	技术上的说明
	零和博弈的纳什均衡
	极小极大定理拓展形式
	GAN 与零和博弈

	极小极大定理证明二：基于分离超平面定理
	凸集
	凸包
	超平面和半空间
	分离超平面定理
	支撑超平面定理
	极小极大定理证明

	极小极大定理证明三：基于线性规划对偶
	线性规划基础
	极小极大定理证明
	一般约束优化问题


