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引入：一个简单的例子 扩展式博弈的基本概念

考虑如下所示的简单博弈，博弈有两个参与人，参与人 1 首先
行动。每个参与人一次抓取一个方格，条件如下：

2 4

1 3

1. 只有当某个方格未被抓取时，参与人才能抓取该方格
2. 如果方格 2 或 3 已经被抓取，那么参与人不能抓取方格 4
3. 当方格 1 被抓取时，博弈结束，谁抓到方格 1 谁就输

问：参与人 1 和参与人 2 有制胜策略吗？谁有制胜策略？
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引入：一个简单的例子 扩展式博弈的基本概念

1. 整个博弈的进行流程可以表
达为一棵树；

2. 参与人 1 有制胜策略：先抓
取 4，然后如果 2 选择 2 则抓
取 3，否则抓取 2；

3. 这一博弈如何用策略式博弈
表达？用策略式博弈表达会
损失什么信息？

4. 如果只有一棵光秃秃的树，
整个博弈的信息能被完整表
达吗？
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扩展式博弈的定义 扩展式博弈的基本概念

定义

一个扩展式博弈（extensive-form game）是一个有序的七元
组 Γ = (𝑁, 𝑉 ,𝐸, 𝑥0, (𝑉𝑖)𝑖∈𝑁 , 𝑂, 𝑢)，其中：

1. 𝑁  是参与人的有限集合；
2. (𝑉 ,𝐸, 𝑥0) 是一棵树，其中 𝑉  是节点的有限集合，𝐸 是边
的有限集合，𝑥0 是根节点；

3. (𝑉𝑖)𝑖∈𝑁  是非叶节点的集合，𝑖 表示对应节点选择行动的参
与人；

4. 𝑂 是博弈的所有可能结果；
5. 𝑢 是一个函数，将树的每一个叶子节点映射到 𝑂 中的一个
结果。

通常，叶子节点 𝑥 处的结果 𝑢(𝑥) 就是参与人到达 𝑥 时的效用。
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扩展式博弈的定义 扩展式博弈的基本概念

将前面的例子形式化表达：

1. 𝑁 = {1, 2}；
2. 𝑉  和 𝐸 如图，𝑥0 = 𝑟；
3. 𝑉1 = {𝑟, 𝑓, ℎ, 𝑗, 𝑘}，𝑉2 = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑞, 𝑤}；
4. 𝑂 = {1胜, 2胜}；
5. 𝑢(𝑎) = 𝑢(𝑙) = 𝑢(𝑚) = 𝑢(𝑝) = 𝑢(𝑠) = 2胜，𝑢(𝑒) = 𝑢(𝑔) =

𝑢(𝑖) = 𝑢(𝑦) = 𝑢(𝑧) = 1胜。

我们研究的扩展式博弈都是有限博弈，即树的节点数量有限。
无限的情况可能有两种，一是博弈的深度有界，但一个参与人
可能在某一点处有无数个可能行动；二是博弈的深度无界，即
博弈可能永远不会结束
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扩展式博弈的定义 扩展式博弈的基本概念

为了接下来讨论的方便，需要引入一些记号和定义：

1. 𝐽(𝑥) 表示非叶节点 𝑥 处的决策者，例如 𝑉𝑖 中任意节点 𝑣𝑖 的
决策者就是 𝐽(𝑣𝑖) = 𝑖；

2. 𝐶(𝑥) 表示非叶节点 𝑥 的所有子节点的集合；
3. 𝐴(𝑥) 表示参与人 𝐽(𝑥) 在节点 𝑥 处所有可能行动的集合；
4. 从 𝑥 出发的子博弈 Γ(𝑥) 是一个扩展式博弈，只是定义中的参
数需要限制在 𝑥 为根的子树上；

5. 从根节点 𝑥0 处 𝐽(𝑥0) 行动开始，到一个叶子节点 𝑥 结束的
节点序列称为博弈的一个展开（play）。
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包含随机行动的博弈 扩展式博弈的基本概念

在之前的例子中，从一个状态过渡到另一个状态的行动都是由
参与人完成的，这样的模型对国际象棋是合适的，但是对大富
翁这样的游戏就不合适了，因为每次掷骰子的结果是随机的，
状态的改变可能取决于随机过程：

• 随机行动需要加入一个新的参与人：“自然”，用 0 或 N 表示；
• 还需要加入 𝑝𝑥 来表示自然在节点 𝑥 处抽签带来的可能结果的
概率向量。
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完美信息博弈 扩展式博弈的基本概念

如果每个参与人在选择行动时，都清楚地知道他位于博弈树的
哪个节点上，那么这个博弈就是完美信息博弈（game with
perfect information），例如国际象棋。但很多博弈不符合这
一条件，例如斗地主，你不知道其他玩家的手牌，也可能忘了
别人或者自己之前的行动。

例

猜硬币博弈是一个两人博弈，每个参与人选择出示正面还是
反面，𝐻  表示硬币正面，𝑇  表示硬币反面。如果两个参与人
的选择一致，则参与人 2 给参与人 1 一美元；如果两个参与
人的选择不一致，则参与人 1 给参与人 2 一美元。这一博弈
用扩展式博弈表达如下页图所示。
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完美信息博弈 扩展式博弈的基本概念

1. 圈起来的两个点构成一个信
息集（information set），
表示参与人在这两个节点上
无法区分；

2. 完美信息博弈信息集都是单
点集。

以上只是表达信息集的一种方式，在另外一些教材中，同一信
息集中的节点可能用虚线连接。
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完美信息博弈 扩展式博弈的基本概念

下图也是一种表达扩展式博弈的形式。自然首先行动并选择了
参与人 1 的类型（type）或私人信息（private information）。
参与人 1 知道自己是“强”（T）的类型的概率为 0.6，而参与人 1
知道自己是“弱”（W）的类型的概率为 0.4。参与人 1 可以选择
向左（L）或向右（R）行动。参与人 2 可以观察到参与人 1 的
行为，但不能观察到他的类型，且参与人 2 可以选择向上（U）
或向下（D）行动。
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子博弈 扩展式博弈的基本概念

在定义了完美信息的概念后，我们可以严格定义子博弈的概念：

定义

一个扩展式博弈的子博弈 𝐺 由一个节点 𝑥 和所有该节点的后
继节点 𝑇 (𝑥) 组成，并且满足如下两个条件：

1. 𝑥 是一个单节点信息集，即 ℎ(𝑥) = {𝑥}；
2. 对于所有 𝑥′ ∈ 𝑇(𝑥)，如果 𝑥″ ∈ ℎ(𝑥′)，那么 𝑥″ ∈ 𝑇(𝑥)。

两个要求都是非常自然的：第一个要求可以考虑囚徒困境，如
果没有单点信息集的限制，囚徒困境也可以出现子博弈的概念，
显然不合理；第二个要求意味着子博弈不能切割原博弈的信息
集，否则参与人在原博弈中不知道的信息在子博弈中就变成知
道的信息。
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子博弈 扩展式博弈的基本概念

根据子博弈的定义，上图中的子博弈只有原博弈自身。
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完美记忆博弈 扩展式博弈的基本概念

几乎所有经济文献中的博弈都是完美记忆博弈（games of
perfect recall）：所有参与人都不会忘记曾经知道的任何信息，
清楚他们前面所选择的行动。

• 为了更加规范地表述这一点，首先要求如果 𝑥 和 𝑥′ 是在同一
信息集中，则它们两者任何一个都不会是另一个的前续节点；

• 但这并不足以保证参与人永远不会忘记他所知道的信息，如
图所示：
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完美记忆博弈 扩展式博弈的基本概念

• 为了排除这种情况，要求如果 𝑥″ ∈ ℎ(𝑥′)，𝑥 是 𝑥′ 的一个前
续节点，并且同一参与人 𝑖 在 𝑥 和 𝑥′（因而也在 𝑥″）上采取
行动，那么存在一个节点 𝑥（有可能就是 𝑥 本身）位于与 𝑥
同样的信息集当中，且 𝑥 是 𝑥′ 的一个前续节点，在 𝑥 点所采
取的行动到达 𝑥′ 的路径与在 𝑥 点所采取的行动到达 𝑥″ 的路
径是一样的；

• 直观上，节点 𝑥′ 和 𝑥″ 可以用参与人所不具有的信息加以区
分，因而当参与人位于信息集 ℎ(𝑥) 时，他不可能已经拥有这
些信息：𝑥′ 和 𝑥″ 必须与在 ℎ(𝑥) 的同一行动相一致，因为参
与人可以回想起他曾经采取过的行为。
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行为策略 扩展式博弈的策略与均衡

为了描述扩展式博弈的策略，首先需要一些定义：
• 用 𝐻𝑖 表示参与人 𝑖 的信息集的集合；
• 用 𝐴𝑖 = ⋃ℎ𝑖∈𝐻𝑖

𝐴(ℎ𝑖) 表示参与人 𝑖 所有可选择行动的集合；
• 参与人 𝑖 的纯策略就是映射 𝑠𝑖 : 𝐻𝑖 → 𝐴𝑖，且对所有 ℎ𝑖 ∈
𝐻𝑖，𝑠𝑖(ℎ𝑖) ∈ 𝐴(ℎ𝑖)；

• 参与人 𝑖 的纯策略空间 𝑆𝑖 就是所有这类 𝑠𝑖 的空间。

由于每一个纯策略都是从信息集到行动集的映射，我们可以把
𝑆𝑖 写成每一信息集 ℎ𝑖 下的行动空间的笛卡儿乘积的形式：

𝑆𝑖 = ×ℎ𝑖∈𝐻𝑖
𝐴(ℎ𝑖)

也就是说，每个纯策略是一个 |𝐻𝑖| 元组，其中每个元素是
𝐴(ℎ𝑖) 的一个元素，即对应一个信息集中的行动。
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行为策略 扩展式博弈的策略与均衡

下图给出了一个扩展式博弈的例子。参与人 1 拥有一个信息集
和三种行动，因而他有三个纯策略。参与人 2 有三个信息集，
分别对应于参与人 1 的三种可能的行动，且参与人 2 在每一个
信息集下也有三种可能的行动，因而参与人 2 有 27 种纯策略。

更一般地，参与人 𝑖 的纯策略的个数 #𝑆𝑖 等于

∏
ℎ𝑖∈𝐻𝑖

#𝐴(ℎ𝑖)
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行为策略 扩展式博弈的策略与均衡

给定每一参与人 𝑖 的一个纯策略及自然的行动概率分布，可以
计算结局的概率分布，从而对每一组合 𝑠 给出期望收益 𝑢𝑖(𝑠)。

定义了每一纯策略的收益后，接下来可以定义扩展式博弈的纳
什均衡 𝑠∗：每一个参与人 𝑖 的策略 𝑠∗𝑖  在给定其竞争对手的策略
𝑠∗−𝑖；下能最大化其期望收益。

• 注意，由于这一纳什均衡定义在检验参与人 𝑖 是否愿意偏离其
当前策略的前提是保持其竞争对手的策略不变，因而这就好
像各个参与人同时选择他们的策略一样；

• 但这不意味着在纳什均衡中，参与人必须同时选择行动。例
如如果参与人 2 在上页图博弈中的固定策略是 𝑠2 = (4, 4, 3)，
那么当参与人 1 认为参与人 2 的策略是固定的时候，他并不
是假设参与人 2 的行动不受他自己行动的影响，而是认为参
与人 2 会以 𝑠2 所确定的方式来对参与人 1 的行动作出反应；

• 根据最优反应的定义不难验证博弈的纳什均衡是 (6, (4, 4, 3))。
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行为策略 扩展式博弈的策略与均衡

下一步将定义扩展式博弈混合策略及混合策略均衡。这些策略
被称做行为策略（behavior strategy），以区别于策略式下的
混合策略。

• 以 Δ(𝐴(ℎ𝑖))表示 𝐴(ℎ𝑖) 的概率分布；
• 参与人 𝑖 的一个行为策略用 𝑏𝑖 来表示，就是笛卡儿乘积
×ℎ𝑖∈𝐻𝑖

Δ(𝐴(ℎ𝑖)) 的一个元素；
• 也就是说，一个行为策略就确定了在每一 ℎ𝑖 下各个行动的概
率分布，同时此概率分布在不同的信息集下又是相互独立的；

• 注意，纯策略是一种特殊的行为策略，即在每一信息集上的
分布都是退化的行为策略；

• 策略组合 𝑏 = (𝑏1,…, 𝑏𝑛) 生成结果的概率分布，从而得到了各
个参与人的期望收益。行为策略的纳什均衡就是这样一种组
合，即没有参与人可以通过运用不同的行为策略来增加他的
期望收益。
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扩展式博弈的策略式表述 扩展式博弈的策略与均衡

• 从扩展式博弈到策略式博弈的策略，指的是在不同的信息集
上参与人的策略（例如图中参与人 2 的策略，括号中第一项
是对应一个策略集上的选择，第二项对应第二个策略集）；

• 扩展式博弈到策略式博弈的表达唯一，但策略式博弈到扩展
式博弈的表达不唯一（例如静态博弈两人行动“顺序”可交换）；

• 一种类比：一个纯策略是一本指南书，它的每一页告诉你在
某个信息集中应如何进行选择。策略空间 𝑆𝑖 就像这些书组成
的图书馆，一个混合策略则是这些书的一个概率度量，即从
图书馆中选择图书的一个随机方式。与之相比较，一个给定
的行为策略则只是单一的一本书，但它在每一页里都给出一
个随机行动选择。
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

读者可能有一种直觉：扩展式博弈的混合策略和行为策略有一
个对应关系，因为本质上最终都是决定了到达各个节点的概率：

Kuhn（库恩）定理
在完美记忆博弈中，混合策略与行为策略等价，即能得到同
样的概率分布结局。

• 更准确地说，每一个混合策略均衡都与它生成的唯一行为策
略等价，每一个行为策略也等价于每一个生成它的混合策略
（接下来将具体解释“生成”的含义）；

• 由于我们考虑的都是完美记忆博弈，故此后的“策略”既可以是
混合策略，也可以是行为策略，当然行为策略表达更为简便。
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

任何一个策略式表的混合策略 𝜎𝑖 都会生成唯一的行为策略 𝑏𝑖：
用 𝑅𝑖(ℎ𝑖) 表示参与人 𝑖 在没有排除 ℎ𝑖 下的纯策略集合，因而对
所有的 𝑠𝑖 ∈ 𝑅𝑖(ℎ𝑖)，存在一个参与人 𝑖 的竞争对手到达 ℎ𝑖 的策
略组合 𝑠−𝑖。如果 𝜎𝑖 使得 𝑅𝑖(ℎ𝑖) 中某些 𝑠𝑖 具有正概率，则定义
𝑏𝑖 分配给 𝑎𝑖 ∈ 𝐴(ℎ𝑖) 的概率为：

𝑏𝑖(𝑎𝑖 | ℎ𝑖) =
∑𝑠𝑖∈𝑅(ℎ𝑖)且𝑠𝑖(ℎ𝑖)=𝑎𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖)

∑𝑠𝑖∈𝑅(ℎ𝑖)
𝜎𝑖(𝑠𝑖)

如果 𝜎𝑖 使得所有 𝑠𝑖 ∈ 𝑅(ℎ𝑖) 的概率都为 0，则

𝑏𝑖(𝑎𝑖 | ℎ𝑖) = ∑
𝑠𝑖(ℎ𝑖)=𝑎𝑖

𝜎𝑖(𝑠𝑖)

以上两种情况都能保证 𝑏𝑖(⋅ | ⋅) 非负且 ∑𝑎𝑖∈𝐴(ℎ𝑖)
𝑏𝑖(𝑎𝑖 | ℎ𝑖) = 1
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

下面给出一些例子。下图中同一个参与人两次采取行动，考察
其混合策略 𝜎1 = (1

2(𝐿, 𝑙), 1
2(𝑅, 𝑟))。
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

下面给出一些例子。下图中同一个参与人两次采取行动，考察
其混合策略 𝜎1 = (1

2(𝐿, 𝑙), 1
2(𝑅, 𝑟))。

• 这一策略生成的行为策略是在信息集 ℎ1′ 以概率 1 选择行动
𝑟，因为只有 (𝑅, 𝑟) ∈ 𝑅1(ℎ𝑖′)；

• 这里就体现了之前定义集合 𝑅𝑖 的合理性。
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

再考虑下图中的例子，参与人 2 的策略 𝜎2 分别使得 𝑠2 =
(𝐿,𝐿′, 𝑅″) 和 𝑠2 = (𝑅,𝑅′, 𝐿″) 的概率为 12。
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

再考虑下图中的例子，参与人 2 的策略 𝜎2 分别使得 𝑠2 =
(𝐿,𝐿′, 𝑅″) 和 𝑠2 = (𝑅,𝑅′, 𝐿″) 的概率为 12。

等价的行为策略为：𝑏2(𝐿 | ℎ2) = 𝑏2(𝑅 | ℎ2) = 1
2；

𝑏2(𝐿′ | ℎ2′) = 0, 𝑏2(𝑅′ | ℎ2′) = 1；𝑏2(𝐿″ | ℎ2″) =
𝑏2(𝑅″ | ℎ2″) = 1

2。
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

然而，许多不同的混合策略可以生成同一个行为策略：考虑行
为策略 𝑏2 = {(1

2 ,
1
2), (

1
2 ,

1
2)}，即在每一个信息集上参与人 2 都

以概率 12  选择行动 𝐿 或 𝑅。
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库恩定理 扩展式博弈的策略与均衡

然而，许多不同的混合策略可以生成同一个行为策略：考虑行
为策略 𝑏2 = {(1

2 ,
1
2), (

1
2 ,

1
2)}，即在每一个信息集上参与人 2 都

以概率 12  选择行动 𝐿 或 𝑅。

令 𝜎2 = (𝜎21, 𝜎22, 𝜎23, 𝜎24) 为参与人 2 的混合策略（四项分别对
应 (𝐿, 𝐿), (𝐿,𝑅), (𝑅, 𝐿), (𝑅,𝑅))。则有

𝜎21 + 𝜎22 = 1
2
, 𝜎23 + 𝜎24 = 1

2
, 𝜎21 + 𝜎23 = 1

2
, 𝜎22 + 𝜎24 = 1

2

会发现 𝜎2 = (1
4 ,

1
4 ,

1
4 ,

1
4) 和 𝜎2 = (1

2 , 0, 0,
1
2) 都能生成 𝑏2。
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Zermelo 定理 扩展式博弈的策略与均衡

下面讨论扩展式博弈纳什均衡的存在性。首先对于完美记忆有
限扩展式博弈，根据库恩定理和纳什定理可得必然存在混合策
略纳什均衡和行为策略纳什均衡。下面的问题是，是否存在纯
策略纳什均衡呢？我们从最经典的国际象棋有无制胜策略的问
题开始。为了描述接下来的关键定理，首先给出如下定义：

定义

令 Γ 为一个扩展式博弈，参与人为 1 和 2，结果集为 𝑂 =
{1胜, 2胜,和局}。若满足下式，则称参与人 1 的策略 𝑠1 是制
胜策略：

𝑢(𝑠1, 𝑠2) = 1胜, ∀𝑠2 ∈ 𝑆2

若满足下式则称参与人 1 的策略 𝑠1 是至少保证和局的策略：

𝑢(𝑠1, 𝑠2) ∈ {1胜,和局}, ∀𝑠2 ∈ 𝑆2
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Zermelo 定理 扩展式博弈的策略与均衡

同样地，我们可以定义参与人 2 的制胜策略和至少保证和局的
策略。有了如上定义，可以给出 Zermelo 定理：

Zermelo（策梅洛）定理
在任何完美信息的有限二人扩展式博弈中，如果结果集为
𝑂 = {1胜, 2胜,和局}，那么下面三种情况有且仅有一种成立：
1. 参与人 1 有制胜策略；
2. 参与人 2 有制胜策略；
3. 参与人 1 和 2 都有至少保证和局的策略。

• 事实上，根据接下来的定理证明，我们只需要要求博弈的深
度有限即可，但如果深度无限则定理可能不成立；

• 国际象棋（50 回合内必须分胜负）等博弈都符合这个定理的
前提，因此三个条件中必有一种成立，但我们至今未知哪一
种成立，也不知道如何计算这些策略。
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Zermelo 定理的第一种证明 扩展式博弈的策略与均衡

使用数学归纳法，对子博弈 Γ(𝑥) 的节点数 𝑛𝑥 进行归纳：

1. 𝑛𝑥 = 1，𝑥 是叶节点，若结果是 1 胜，则 1 有制胜策略，2 胜
则 2 有制胜策略，和局则 1 和 2 都有至少保证和局的策略；

2. 假设 𝑛𝑥 > 1，根据归纳假设，任意满足 𝑛𝑦 < 𝑛𝑥 的子博弈
Γ(𝑦) 都满足定理的结论。不失一般性，假设 𝐽(𝑥) = 1，则 𝑥
出发能到达的任何一个局势都满足 𝑛𝑦 < 𝑛𝑥，我们用 𝐶(𝑥) 表
示参与人 1 在 𝑥 处一步能到达的所有局势；
• 若存在 𝑦 ∈ 𝐶(𝑥)，使得 Γ(𝑦) 中 1 有制胜策略，则 1 在 𝑥 有
制胜策略：在 𝑥 处选择到达 𝑦，然后按 𝑦 的制胜策略行动；

• 如果对任意 𝑦 ∈ 𝐶(𝑥)，Γ(𝑦) 中 2 都有制胜策略，则 2 在 𝑥
有制胜策略；

• 否则，对任意 𝑦 ∈ 𝐶(𝑥)，要么 Γ(𝑦) 中 1 和 2 有至少保证和
局的策略，要么 Γ(𝑦) 中 2 有制胜策略，此时 1 和 2 不可能
有制胜策略（为什么），1 可以选择 1 和 2 有至少保证和局
的策略的 𝑦 保证和局。
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Zermelo 定理的第二种证明 扩展式博弈的策略与均衡

对于有限博弈，存在一个自然数 𝐾，使得在博弈的任何展开中，
两个参与人的行动次数都不超过 𝐾。如果实际展开深度不到
2𝐾，可以增加“什么都不做”的行动，使得展开深度为 2𝐾。

对任一 𝑘，1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝐾，用 𝑎𝑘 表示参与人 1 的第 𝑘 步行动，𝑏𝑘
表示参与人 2 的第 𝑘 步行动。我们用 𝐹  表示 2𝑘 步后参与人 1
获胜，那么 ¬𝐹  表示 2𝑘 步后参与人 2 获胜或者和局。于是参与
人 1 有制胜策略’‘可以表达为：

∃𝑎1∀𝑏1∃𝑎2∀𝑏2…∃𝑎𝐾∀𝑏𝐾(𝐹)

“参与人 1 没有制胜策略”可以表达为：

¬(∃𝑎1∀𝑏1∃𝑎2∀𝑏2…∃𝑎𝐾∀𝑏𝐾(𝐹))
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Zermelo 定理的第二种证明 扩展式博弈的策略与均衡

这等价于 ∀𝑎1∃𝑏1∀𝑎2∃𝑏2…∀𝑎𝐾∃𝑏𝐾(¬𝐹)，即“参与人 2 有至少保
证和局的策略”。

由此证明了如果参与人 1 没有制胜策略，则参与人 2 有至少保
证和局的策略，同理如果参与人 2 没有制胜策略，则参与人 1
有至少保证和局的策略，命题得证。
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Zermelo 定理的推广 扩展式博弈的策略与均衡

事实上策梅洛定理可以进一步理解为，完美信息的有限二人扩
展式博弈如果满足定理条件，必定存在纯策略纳什均衡。例如
参与人 1 有必胜策略时，1 的必胜策略和 2 的任意纯策略组成一
个纯策略纳什均衡，因为双方都不会偏离这个策略。

运用与第一种证明类似的方法，可以证明 Zermelo 定理的推广：

Zermelo（策梅洛）定理的推广（Kuhn, 1953）
有限完美信息博弈存在纯策略纳什均衡。

具体的操作需要从次终点节点（即直接后继节点是叶节点）开
始，每次选择最大化自己收益的行动，直到根节点。在之后的
讨论中，这一方法被称为逆向归纳法（backward induction）。
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子博弈完美均衡 子博弈完美均衡

当一个博弈存在不止一个均衡时，我们希望基于合理的选择标
准选择一些均衡，而剔除另一些均衡，这样的一个选择叫做均
衡精炼（equilibrium refinements）。

定义

在扩展式博弈 Γ 中，一个策略向量 𝜎∗ 是子博弈完美均衡
（subgame perfect equilibrium），如果对于博弈的任意子博
弈 Γ(𝑥)，局限在那个子博弈的策略向量 𝜎∗ 是 Γ(𝑥) 的纳什均
衡：对每个参与人 𝑖，每个策略 𝜎𝑖 和子博弈 Γ(𝑥)，

𝑢𝑖(𝜎∗ | 𝑥) ⩾ 𝑢𝑖(𝜎𝑖, 𝜎∗
−𝑖 | 𝑥)

这一定义是很直观的，因为如果某个子博弈 Γ(𝑥) 上参与人存在
有利可图的偏离，那么全局来看这也是一个有利可图的偏离。
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子博弈完美均衡的例子 子博弈完美均衡

是否存在不是子博弈完美均衡的纳什均衡？考虑下图二人博弈：

1. 这一博弈有两个纯策略纳什均衡：(𝐴,𝐶) 和 (𝐵,𝐷)，参与人
I 更偏好 (𝐵,𝐷)，参与人 II 更偏好 (𝐴,𝐶)；

2. (𝐴,𝐶) 不是子博弈完美均衡，因为在 𝑥2 处参与人 II 存在有
利可图的偏离：选择 𝐷 而不是 𝐶（因此子博弈完美均衡的确
是纳什均衡的精炼）；

3. 在 (𝐴,𝐶) 下，I 不会偏离均衡，是因为 II 威胁 I：如果你选择
𝐵，我就选择 𝐶，然而这个威胁显然是不可置信的，因为如
果 I 选择 𝐵，那么 II 还是选择 𝐷 更有利。
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子博弈完美均衡的充分条件 子博弈完美均衡

例子中 (𝐴,𝐶) 能作为均衡，或者说 𝐶 这一被 𝐷 占优的策略可
以成为均衡，是因为 (𝐴,𝐶) 到不了真正要选择 𝐶,𝐷 的 𝑥2 点。

用 𝑃𝜎(𝑥) 表示当实施策略向量 𝜎 时，博弈展开将造访节点 𝑥 的
概率。有如下定理：

定理

令 𝜎∗ 是扩展式博弈 Γ 的纳什均衡，如果对所有 𝑥 都有
𝑃𝜎∗(𝑥) > 0，那么 𝜎∗ 是子博弈完美均衡。

• 定理是显然的，因为如果 𝜎∗ 不是子博弈完美均衡，那么在某
个子博弈 Γ(𝑥) 上存在有利可图的偏离，并且这个偏离产生的
概率不为 0，因此也可以带来全局的有利可图的偏离;

• 推论：完全混合的纳什均衡是子博弈完美均衡。
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逆向归纳法 子博弈完美均衡

如何找到完美信息博弈的子博弈完美均衡？可使用逆向归纳法：

从最小的子博弈出发，即 Γ(𝑥3) 和 Γ(𝑥4)，选择图中加粗的策略
（子博弈的均衡），然后将均衡结果替代子博弈，逐步向上推导
到根节点即可（因此子博弈完美均衡是 (𝑎𝑒, 𝑐)）
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逆向归纳法 子博弈完美均衡

这一方法称为逆向归纳法（backward induction），该方法的
应用保证了每一个子博弈都使用了均衡策略，并且每一步都能
做出选择，由此可以得到 Zermelo 定理的拓展：

定理

每个有限完美信息扩展式博弈都至少有一个子博弈完美纯策
略均衡。

• 石头剪刀布没有纯策略纳什均衡，因为这并不是完美信息的
扩展式博弈；

• 然而，逆向归纳法存在局限性：
‣ 有时候不是子博弈完美均衡的均衡可能更好；
‣ 重复囚徒困境有限轮，逆向归纳法会得到两个囚徒仍然在每
一轮都选择承认（因此我们需要新的博弈建模方式描述人们
在长期关系中会合作这一事实）。
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逆向归纳法的局限 子博弈完美均衡
接下来来看一个例子，称之为蜈蚣博弈：两个参与人依次行动：
在奇数轮 𝑡 = 1, 3,…, 99，参与人 1 选择停止博弈（𝑆）或者继
续博弈（𝐶），如果他在第 𝑡 轮选择停止，收益为 (𝑡, 𝑡 − 1)，否
则继续博弈；在偶数轮 𝑡 = 2, 4,…, 100，参与人 2 选择停止博弈
（𝑆）或者继续博弈（𝐶），如果他在第 𝑡 轮选择停止，收益为
(𝑡 − 2, 𝑡 + 1)，否则继续。如果最初 99 轮没人停止，那么 100 轮
后博弈结束，双方收益为 (101, 100)。下图表现了为什么这一博
弈被称为蜈蚣博弈：

显然，逆向归纳法的结果是参与人在第一轮就要选择停止，但
现实中通常双方都会试探前进一段才会结束。
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正向归纳法 子博弈完美均衡

以上例子表明，逆向归纳不足以描述理性：它忽视了到达这一
节点的历史，但历史本身提供了关于其他参与人行为的信息：
• 重复囚徒困境中，对方前几个阶段都选择不承认，是否在提
醒我也应该选择不承认？

• 蜈蚣博弈到第二阶段意味着对方选择继续，那我也应该继续？

逆向归纳法解为 (𝑟𝑐, 𝑎)，但若参与人 1 选择 𝑙，这意味着什么？
• I 不理性，II 担心选了 𝑎 后 I 会选择 𝑑 得到更差的结果；
• 或许选 𝑙 是 I 精心设计的让 II 觉得 I 不理性的坑？然后 I 就可
以拿到 3 的收益了；

• 颤抖手均衡等角度改进子博弈完美均衡。
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 子博弈完美均衡

经济学中的子博弈完美均衡最基本的应用就是产量领导模型
（或称斯塔克尔伯格（Stackelberg）模型）。斯塔克尔伯格模型
常用于描述有一家厂商处于支配地位或充当自然领导者的行业。
例如 IBM 是具有支配地位的行业，通常观察到的其它小企业的
行为模式是等待 IBM 宣布新产量然后调整自己的产量决策，此
时 IBM 就是斯塔克尔伯格领导者，其它厂商是跟随者。

设厂商 1 是领导者，选择产量 𝑦1；厂商 2 是跟随者，选择产量
𝑦2。用 𝑝(𝑦1 + 𝑦2) 表示总产量为 𝑦1 + 𝑦2 时的市场价格，𝑐1(𝑦1)
和 𝑐2(𝑦2) 表示厂商 1 和 2 在生产 𝑦1 和 𝑦2 单位商品时的成本。
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产量领导模型（斯塔克尔伯格模型） 子博弈完美均衡

因此厂商 1 的利润最大化决策为：

max
𝑦1

𝜋1(𝑦1, 𝑦2) = 𝑝(𝑦1 + 𝑦2)𝑦1 − 𝑐1(𝑦1)

s.t.𝑦2 = argmax
𝑦2

𝜋2(𝑦1, 𝑦2) = 𝑝(𝑦1 + 𝑦2)𝑦2 − 𝑐2(𝑦2)

• 这是一个双层优化问题（bi-level optimization problem），
即优化的约束条件是另一个优化问题：厂商 1 在做决策时，
他知道厂商 2 会根据他的决策做出最优反应；

• 因此应当先求解厂商 2 的最优反应函数 𝑦∗
2 = 𝑓2(𝑦1)，然后将

其代入厂商 1 的利润函数中，求解厂商 1 的最优产量 𝑦∗
1；

• 或者说，厂商 1 计算出自己任意产量下对方的最优选择，在
此基础上看自己的最优选择，因此这是逆向归纳法的应用，
解得的是斯塔克尔伯格博弈的子博弈完美均衡。
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