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检察官和法官的故事 贝叶斯劝说：例子

考虑检察官劝说法官判决的例子：假设法官（信号接收者）对
于一个被告人，必须做出以下两种决策之一：判决有罪
（convict）或无罪释放（acquit）。
• 被告人有两种类型（state of the world）：有罪（guilty）或无
罪（innocent）；

• 法官在公正判决下获得的效用为 1：如果有罪被判有罪，无罪
被判无罪，否则效用为 0；

• 检察官（信号发送者）为法官提供有关被告的证据（发送信
号），如果被告人判有罪，检察官获得效用 1，否则效用为 0；

• 法官和检察官对于被告人的类型有相同的先验概率分布：
ℙ(guilty) = 0.3，ℙ(innocent) = 0.7。
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检察官和法官的故事 贝叶斯劝说：例子

检察官进行调查收集有关被告人的证据，法律要求检察官报告
其全部结果。
• 也就是说，检察官收集到的证据必须全部如实提供；
• 因此检察官的策略是选择一个调查收集证据的策略（因为如
实披露所以收集的策略就是披露策略），希望改变法官的判
决，使得被判有罪的越多越好（检查官效用最大化）。

形式化地说，调查就是一个 𝜋(⋅ | guilty) 和 𝜋(⋅ | innocent) 的信
号实现，并且这一信号实现应该公开给法官。下面将给出几个
信号的例子。
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例：精确证据 贝叶斯劝说：例子

第一个信号的例子是检察官努力寻找所有精确的证据，例如
DNA 检测、视频监控等，此时的信号为

𝜋(𝑖 | innocent) = 1, 𝜋(𝑖 | guilty) = 0
𝜋(𝑔 | innocent) = 0, 𝜋(𝑔 | guilty) = 1

因为是精确的证据，所以无罪的被告人的证据一定是 𝑖（无罪证
据），有罪的被告人的证据一定是 𝑔（有罪证据）。

由于信号是公开的，法官知道检察官的调查策略，此时法官知
道提供证据 𝑖 的被告人一定是无罪，提供证据 𝑔 的被告人一定
是有罪，因此法官的最佳决策是根据检察官提供的证据判决。
法官的期望效用为 1，检察官的期望效用为 0.3。
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例：全有罪证据 贝叶斯劝说：例子

自然地，检察官会认为提供精确的证据吃力不讨好，特别是检
察官希望被判有罪的越多越好。因此，检察官可能会选择提供
全是有罪证据的调查策略，例如寻找证据时只找有罪的证据，
此时的信号为

𝜋(𝑖 | innocent) = 0, 𝜋(𝑖 | guilty) = 0
𝜋(𝑔 | innocent) = 1, 𝜋(𝑔 | guilty) = 1

然而此时法官看见有罪的证据只能保持先验概率，即有罪的概
率是 0.3，无罪的概率是 0.7，因此最大化效用的策略是全部判
无罪，此时法官的期望效用为 0.7，检察官的期望效用为 0。
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例：模糊证据 贝叶斯劝说：例子
从之前的例子可以看出，完全诚实和完全不诚实的策略都不是
最优的，因此需要更精妙的设计。之后会证明如下信号最优：

𝜋(𝑖 | innocent) = 4
7
, 𝜋(𝑖 | guilty) = 0

𝜋(𝑔 | innocent) = 3
7
, 𝜋(𝑔 | guilty) = 1

即检察官寻找的证据对于有罪的被告而言一定会指向其犯罪事
实，而对无罪的被告只有一定的概率指向犯罪。这样的证据是
模糊的，例如传唤被告身边的人描述其品行，或者传唤距离案
发地点较远的的路人。
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例：模糊证据 贝叶斯劝说：例子

此时，法官将根据贝叶斯公式计算看到无罪和有罪证据下被告
人有罪或无罪的后验概率（为了与原论文记号统一，记
ℙ(innocent | 𝑖) = 𝜇𝑖(innocent)，其它类似）：

𝜇𝑖(innocent) = 1, 𝜇𝑖(guilty) = 0
𝜇𝑔(innocent) = 0.5, 𝜇𝑔(guilty) = 0.5

因此法官看到无罪证据时，认为被告人无罪的概率是 1，最优
决策是判无罪；看到有罪证据时，认为被告人有罪的概率是
0.5，最优决策是判有罪（实际上是无差异的，但我们假设无差
异时信号接收者的行为是最大化发送者效用的行为）。不难得到
法官的期望效用为 0.7，检察官的期望效用为 0.6。

直观上来看，如果进一步增加有罪证据的权重，法官看到有罪
证据时将倾向于判无罪，因此这一使得法官判决有罪无罪无差
异的信号是最优的。
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贝叶斯劝说：模型描述 模型描述与问题转化

从检察官与法官的例子中可以提炼出一般的贝叶斯劝说
（Bayesian persuasion）模型：
• 两个参与人：信号发送者（检察官）和信号接收者（法官）；
• 他们对世界的真实状态 𝜔 ∈ Ω（一个犯人有罪 / 无罪）有相同
的先验分布 𝜇0 ∈ int(Δ(Ω))；
‣ int 含义是内点，即先验分布保证每个状态的概率都是正的；

• 假定双方都是理性的，即追求效用最大化的，并且都是按照
贝叶斯公式更新信念的；

• 发送者的效用为 𝑣(𝑎, 𝜔)，接收者的效用为 𝑢(𝑎, 𝜔)；
‣ 检察官的效用为 𝑣(convict, 𝜔) = 1, 𝑣(acquit, 𝜔) = 0（与 𝜔
无关）；

‣ 法官的效用为 𝑢(convict, guilty) = 1 等。
• 博弈的行动顺序如下：
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贝叶斯劝说：模型描述 模型描述与问题转化

1. 发送者公开（或承诺（commit））其信号机制
(𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔)), ∀𝑠 ∈ 𝑆, 𝜔 ∈ Ω；
• 𝑆 称为信号实现空间，例如前面的例子中 𝑆 = {𝑖, 𝑔};
• 因此信号机制包含信号实现空间 𝑆 以及其在所有现实状态
下的条件分布；

• 于是接收者可以利用贝叶斯公式计算出后验概率 𝜇𝑠(𝜔)；
2. 自然以分布 𝜇0 选择 𝜔 ∈ Ω；
3. 发送者以概率 𝜋(𝑠 | 𝜔) 发送信号 𝑠 ∈ 𝑆；
4. 接收者收到信号 𝑠 并选择一个行动 𝑎 ∈ 𝐴（判有罪 / 无罪）；

• 𝑎 的选择应当最大化接收者的效用，即

𝑎 = arg max
𝑎∈𝐴

𝔼𝜇𝑠
[𝑢(𝑎, 𝑤)]

如果有多个最大化效用的选择，假设其会选择最大化发送者
效用的行动。

5. 发送者获得效用 𝑣(𝑎, 𝜔)，接收者获得效用 𝑢(𝑎, 𝜔)。
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与 Cheap Talk 的区别 模型描述与问题转化

贝叶斯劝说与（狭义的）信号博弈的区别是显然的，因为狭义
的信号博弈发送信号需要成本，因此需要比较的是贝叶斯劝说
和扑克牌博弈中的 Cheap Talk 模型有什么区别？

• 显然的区别在于 Cheap Talk 中发送方的策略是不公开的，而
在贝叶斯劝说中信号机制是提前公布的；
‣ 例如检察官提供证据必须如实，类似的例子还有导师写推荐
信、广告宣传等，因为这些情况下提供的信息都是可验证的
（verifiable）；

• 因此贝叶斯劝说中的接收方可以直接计算出后验概率，然后
根据后验概率选择最优行动；
‣ 因此贝叶斯劝说的均衡更像是子博弈完美，可以用逆向归纳
的思想分析，无需关注完美贝叶斯均衡；

• 介绍了最优信号机制后会通过计算具体显示二者的区别。
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贝叶斯劝说的目标 模型描述与问题转化

在理解了贝叶斯劝说的例子、思想以及具体模型后，自然地，
我们希望研究有关贝叶斯劝说的如下问题：
• 发送者是否总是可以通过设计信号机制来影响接收者的行为，
从而提升自己的效用？如果不是，什么情况下可以？

• 发送者如何设计信号机制以达到最大化自己的效用？最大化
效用时信号以及接收者的行为的特点是什么样的？

• 信号接收者是否愿意接受发送者的信号机制？如果不是，什
么情况下可以？

其中第三个问题比较简单，我们首先考虑第三个问题。
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贝叶斯劝说对接收者的影响 模型描述与问题转化

命题

在任意信号机制 𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔) 下，接收者的效用都不会低于其
在没有信号的情况下的效用。

任取信号机制 𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔)，当接收者看到 𝑠 ∈ 𝑆 时，其效用为

max
𝑎∈𝐴

𝔼𝜇𝑠
[𝑢(𝑎, 𝑤)] = max

𝑎∈𝐴
∑
𝜔∈Ω

𝜇𝑠(𝜔)𝑢(𝑎, 𝜔)

= max
𝑎∈𝐴

∑
𝜔∈Ω

𝜋(𝑠 | 𝜔)𝜇0(𝜔)
∑𝜔′∈Ω 𝜋(𝑠 | 𝜔′)𝜇0(𝜔′)

𝑢(𝑎, 𝜔)

因此在信号机制 𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔) 下，其期望效用为
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贝叶斯劝说对接收者的影响 模型描述与问题转化

  ∑
𝑠∈𝑆

ℙ(𝑠) ⋅ max
𝑎∈𝐴

𝔼𝜇𝑠
[𝑢(𝑎, 𝑤)]

= ∑
𝑠∈𝑆

( ∑
𝜔′∈Ω

𝜋(𝑠 | 𝜔′)𝜇0(𝜔′)) ⋅ max
𝑎∈𝐴

𝔼𝜇𝑠
[𝑢(𝑎, 𝑤)]

= ∑
𝑠∈𝑆

max
𝑎∈𝐴

∑
𝜔∈Ω

𝜋(𝑠 | 𝜔)𝜇0(𝜔)𝑢(𝑎, 𝜔)

⩾ max
𝑎∈𝐴

∑
𝑠∈𝑆

∑
𝜔∈Ω

𝜋(𝑠 | 𝜔)𝜇0(𝜔)𝑢(𝑎, 𝜔)

= max
𝑎∈𝐴

∑
𝜔∈Ω

(∑
𝑠∈𝑆

𝜋(𝑠 | 𝜔))𝜇0(𝜔)𝑢(𝑎, 𝜔)

= max
𝑎∈𝐴

∑
𝜔∈Ω

𝜇0(𝜔)𝑢(𝑎, 𝜔) = max
𝑎∈𝐴

𝔼𝜇0
[𝑢(𝑎, 𝑤)]

由此可知命题成立。
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贝叶斯可行 模型描述与问题转化

为了解决剩下的问题，我们首先要定义贝叶斯可行（Bayesian
plausible）的概念，然后将设计最优信号机制的问题转化为更
容易解决的问题。

给定信号机制 (𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔))，任一信号实现 𝑠 都会导致一个后验
概率分布 𝜇𝑠 ∈ Δ(Ω)，即对任意的 𝑠 ∈ 𝑆, 𝜔 ∈ Ω：

𝜇𝑠(𝜔) = 𝜋(𝑠 | 𝜔)𝜇0(𝜔)
∑𝜔′∈Ω 𝜋(𝑠 | 𝜔′)𝜇0(𝜔′)

由于每个 𝑠 都会导致一个后验概率分布，所以所有的 𝑠 将共同
导致一个后验概率分布的分布 𝜏 ∈ Δ(Δ(Ω))，其中 Supp(𝜏) =
{𝜇𝑠}𝑠∈𝑆，则对任意的 𝜇 ∈ Δ(Ω)：

𝜏(𝜇) = ∑
𝑠:𝜇𝑠=𝜇

ℙ(𝑠) = ∑
𝑠:𝜇𝑠=𝜇

∑
𝜔′∈Ω

𝜋(𝑠 | 𝜔′)𝜇0(𝜔′)
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贝叶斯可行 模型描述与问题转化

称 𝜇 由信号导致，如果存在信号机制 (𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔)) 使得 𝜏(𝜇) >
0。称一个后验概率分布的分布 𝜏  是贝叶斯可行的，如果

∑
Supp(𝜏)

𝜇𝜏(𝜇) = 𝜇0

即后验概率的期望等于先验概率。如果 𝜏  是信号机制导致的，
信号机制必然贝叶斯可行：结合上页两式，对任意的 𝜔 ∈ Ω 有

∑
Supp(𝜏)

𝜇(𝜔)𝜏(𝜇) = ∑
𝑠∈𝑆

𝜇𝑠(𝜔)ℙ(𝑠)

= ∑
𝑠∈𝑆

𝜋(𝑠 | 𝜔)𝜇0(𝜔)
∑𝜔′∈Ω 𝜋(𝑠 | 𝜔′)𝜇0(𝜔′)

ℙ(𝑠)

= ∑
𝑠∈𝑆

𝜋(𝑠 | 𝜔)𝜇0(𝜔) = 𝜇0(𝜔)
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问题转化 模型描述与问题转化
由此可知，一个信号机制可以导致一个贝叶斯可行的后验概率
分布的分布。反之，一个贝叶斯可行的后验概率分布的分布 𝜏
是否一定对应一个信号机制呢？答案是肯定的：

定理

一个后验概率分布的分布 𝜏 ∈ Δ(Δ(Ω)) 是贝叶斯可行的当且
仅当存在一个信号机制 (𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔)) 使得 𝜏  是由该信号机制
导致的。

“当”的部分上页已经说明，“仅当”部分的证明需要从 𝜏  构造出信
号机制 (𝑆, 𝜋(𝑠 | 𝜔))。根据 ℙ(𝑠)𝜇𝑠(𝜔) = 𝜋(𝑠 | 𝜔)𝜇0(𝜔) 自然地可
以写出这一构造：定义 𝑆 = Supp(𝜏)，且对任意的 𝑠 ∈ 𝑆，定义

𝜋(𝑠 | 𝜔) = 𝜏(𝜇𝑠)𝜇𝑠(𝜔)
𝜇0(𝜔)

不难验证这的确构造出了一个合理的信号机制。
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问题转化 模型描述与问题转化

一个信号机制等价于一个贝叶斯可行的后验概率分布的分布，
进而可以导致接收者行动的分布。显然，只要接收者行动分布
一定，那么发送者的效用也是确定的。

因此，是否存在一个信号机制使得发送者达到效用水平 𝑣∗，只
需要考虑是否存在一个贝叶斯可行的后验概率分布的分布 𝜏  使
得接收者的效用达到 𝑣∗。因此，设计最优信号机制的问题可以
转化为设计一个贝叶斯可行的后验概率分布的分布 𝜏  使得接收
者的效用最大化。
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最优信号机制问题 最优信号机制

问题转化后，我们需要解决的问题是设计一个贝叶斯可行的后
验概率分布的分布 𝜏  使得接收者的效用最大化。我们首先将问
题形式化：记后验概率为 𝜇 时，接收者的最优行动为 𝑎(𝜇)，则
发送者的期望效用为

𝑣(𝜇) = 𝔼𝜇𝑣(𝑎(𝜇), 𝜔)

此处的期望针对 𝜔，因此在检察官的例子中是可以省略的。基
于此，我们可以定义最优信号机制问题：

max
𝜏

𝔼𝜏𝑣(𝜇)

s.t. ∑
Supp(𝜏)

𝜇𝜏(𝜇) = 𝜇0
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显示原理 最优信号机制

然而，问题在转化到最优后验概率设计后，后验概率的设计空
间仍然非常大。我们知道，一个后验概率分布对应一个接收者
的最优行动，直观来看如果有 |𝐴| 种后验概率（故 |𝐴| 种信号实
现）诱导出 𝑛 种行动就足够了。

接下来的定理表明这一直观是正确的，这一结论称为贝叶斯劝
说的“显示原理”，以表示其与机制设计中的显示原理的关联：
• 因此贝叶斯劝说也称为信息设计（information design），信
息设计和机制设计都是使他人行动按照自己设想进行的方式，
只是信息设计通过改变他人信念实现，而机制设计通过设计
激励实现；

• 这两个显示原理都是缩小信息/机制设计的空间，信息设计中
的显示原理是一个信号实现对应接收者的一个行动（直观来
看就是为接收者推荐了一个行动），机制设计中的显示原理则
表明只需设计直接显示机制即可，此时参与人会诚实显示自
己的信息。
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显示原理 最优信号机制

显示原理

存在一个信号机制使得发送者的效用达到 𝑣∗当且仅当存在一
个直接（straightforward）信号机制使得接收者的效用达到
𝑣∗。其中直接信号机制是指满足 𝑆 ⊆ 𝐴 并且接收者的最优行
动等于信号实现的信号。

放在检察官与法官的例子中，直接信号机制指信号实现空间
𝑆 = {guilty, innocent} 且当接收者看到有罪信号时判有罪，看
到无罪信号时判无罪地信号。因此显示原理表明，最优信号机
制设计所需的信号实现数目（后验概率数目）是不超过接收者
行动数目的。
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显示原理 最优信号机制

定理的证明是简单的，只需要注意到，如果两个信号实现 𝑠 和
𝑠′ 出现时接收者的最优行动相同（记为 𝑖∗），即

∑
𝜔∈Ω

𝜇𝑠(𝜔)𝑢(𝑖∗, 𝜔) ⩾ ∑
𝜔∈Ω

𝜇𝑠(𝜔)𝑢(𝑖, 𝜔), ∀𝑖 ∈ 𝐴

∑
𝜔∈Ω

𝜇𝑠′(𝜔)𝑢(𝑖∗, 𝜔) ⩾ ∑
𝜔∈Ω

𝜇𝑠′(𝜔)𝑢(𝑖, 𝜔), ∀𝑖 ∈ 𝐴

将第一式乘以 𝑝，第二式乘以 𝑞 = 1 − 𝑝，可得

∑
𝜔∈Ω

(𝑝𝜇𝑠(𝜔) + 𝑞𝜇𝑠′(𝜔))𝑢(𝑖∗, 𝜔) ⩾

∑
𝜔∈Ω

(𝑝𝜇𝑠(𝜔) + 𝑞𝜇𝑠′(𝜔))𝑢(𝑖, 𝜔), ∀𝑖 ∈ 𝐴

因为 𝜇𝑠𝑖∗ = 𝑝𝜇𝑠 + 𝑞𝜇𝑠′  是合理的后验概率分布，并令 𝜏(𝜇𝑠𝑖∗) =
𝜏(𝜇𝑠) + 𝜏(𝜇𝑠′)，从而可以计算 𝑠𝑖∗  对应的信号机制替换 𝑠 和 𝑠′。
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上半连续性 最优信号机制

信息设计空间缩小后的问题是，最优信号机制问题是否一定有
解？答案是肯定的，这需要引入一个概念：上半连续性。

定义

设 𝑓  是一个实值函数，若对每个 𝜀 > 0 都存在 𝑥0 的开邻域 𝑈
使得 ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) + 𝜀，则称 𝑓  在 𝑥0 上半连续。

将定义中大于换成小于即得到下半连续的定义，不难看出上半
连续和下半连续是去除了连续函数定义的一半。下图左图给出
了一个上半连续但不下半连续的函数，右图给出了一个下半连
续但不上半连续的函数。
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上半连续性 最优信号机制

由于我们假设，当有多个最优行动时，接收者会选择最大化发
送者效用的行动，因此最优信号机制问题的目标函数是一个上
半连续的函数（发送方效用函数存在间断点，但在间断点上取
值在更高的点）。

根据显示原理，𝜏  的支撑集的元素数目最多为 |𝐴|，而每个 𝜏  中
的元素是一个 Ω 上的概率分布，结合一个等式约束，因此现在
问题的约束集合显然是一个紧集。下面的结论说明了最优信号
机制问题的解的存在性：

定理

设 𝑓  是拓扑空间 𝑋 上的上半连续函数，𝐾 是 𝑋 上的紧集，
则 𝑓  在 𝐾 上可以取到最大值。
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凹包络 最优信号机制

在理解了最优信号机制问题解的存在性后，最后的问题是如何
求解最优信号机制。下面我们将介绍一个重要的概念：凹包络。

定义

函数 𝑣 的凹包络（concave closure）𝑉  定义为：

𝑉 (𝜇) = sup{𝑧 | (𝜇, 𝑧) ∈ co(𝑣)}

其中 co(𝑣) 表示函数 𝑣 的图像的凸包。

下页图给出了一个函数的凹包络的例子。直观而言，一个函数
的凹包络就是大于等于这个函数的最小凹函数。
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凹包络 最优信号机制
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最优信号机制的解 最优信号机制

函数 𝑣 的凹包络是求解最优信号机制问题的关键：
• 注意到如果 (𝜇′, 𝑧) ∈ co(𝑣)，则必然存在后验概率分布的分布

𝜏  使得 𝔼𝜏𝜇 = 𝜇′，且 𝔼𝜏𝑣(𝜇) = 𝑧（因为期望也是凸组合）；
• 𝑉 (𝜇′) 则是所有这样的 𝑧 中的最大值；

因此 𝑉 (𝜇0) 就是最优信号机制问题的解。总而言之我们可以得
到下面的推论，从而回答了之前提出的所有问题：

推论

最优信号机制问题的解存在，最大值为 𝑉 (𝜇0)。进一步地，
发送者设计信号能提升自己的效用当且仅当 𝑉 (𝜇0) > 𝑣(𝜇0)。
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例：检察官与法官的解 最优信号机制

回到检察官与法官的例子，我们可以利用前面的结论证明之前
给出的解是最优的。首先计算

𝑣(𝜇) = 𝔼𝜇𝑣(𝑎(𝜇), 𝜔) = 𝑣(𝑎(𝜇))

又当 𝜇(guilty) ⩾ 0.5 时 𝑎(𝜇) = convict，反之 𝑎(𝜇) = acquit，
因此可以作出下图，横坐标表示 𝜇(guilty)：
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例：检察官与法官的解 最优信号机制

不难看出 𝑉 (𝜇0) = 0.6，因此检察官的最优效用是 0.6，符合之
前的计算。并且此时 𝜏  的支撑集是 {𝜇𝑖, 𝜇𝑔}，其中

𝜇𝑖(innocent) = 1, 𝜇𝑖(guilty) = 0
𝜇𝑔(innocent) = 0.5, 𝜇𝑔(guilty) = 0.5

也是符合此前的结果的。进一步可以利用这一后验概率分布的
分布计算出对应的信号机制，读者可以自行尝试，也是符合此
前的结果的。

当然我们也可以考虑将检察官与法官的博弈放在 Cheap Talk 的
视角下进行讨论，计算完美贝叶斯均衡。然而，使用上一讲的
技术不难发现不存在和最优信号机制类似的半分离的完美贝叶
斯均衡，因为半分离均衡中发送者发送不同信息的收益必须相
同（无差异条件），但这样的约束使得不存在半分离均衡。
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贝叶斯劝说与线性规划 最优信号机制

可以从计算的视角重新看待贝叶斯劝说问题。已知先验分布 𝜇0
以及发送者的效用函数 𝑣(𝑎, 𝜔) 和接收者的效用函数 𝑢(𝑎, 𝜔)。设
接收者行动有 𝑛 种，记为 {1, 2, …, 𝑛}，则根据显示原理，只需
对每个 𝜔 设计 𝑛 种信号 {𝜋(𝑠𝑖 | 𝜔)}𝑛

𝑖=1 即可，故可以将最优信
号机制问题转化为如下线性规划问题：

max
𝜋(𝑠𝑖 | 𝜔)

∑
𝜔∈Ω

∑
𝑛

𝑖=1
𝜋(𝑠𝑖 | 𝜔)𝜇0(𝜔)𝑣(𝑖, 𝜔)

s.t. ∑
𝜔∈Ω

𝜋(𝑠𝑖 | 𝜔)𝜇0(𝜔)𝑢(𝑖, 𝜔) ⩾ 𝜋(𝑠𝑖 | 𝜔)𝜇0(𝜔)𝑢(𝑗, 𝜔), ∀𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛]

∑
𝑛

𝑖=1
𝜋(𝑠𝑖 | 𝜔) = 1, ∀𝜔 ∈ Ω

𝜋(𝑠𝑖 | 𝜔) ⩾ 0, ∀𝑠𝑖 ∈ 𝑆, 𝜔 ∈ Ω
相信在学习了相关均衡的线性规划表达式后会对上述表达式有
更深的理解，事实上约束条件就是贝叶斯相关均衡的条件。
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