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偏好关系引入 从个人偏好到社会选择

微观经济学的基础是个体的选择行为，而个体决策理论的基础
是个体的偏好关系。假如你是一个数据科学家，希望在数据市
场中购买需要的数据。你点开了数据市场在线平台的网页，在
经历一番探索后纠结于如下两个选择：

1. 一个基础的数据集 𝐴，价格为 300 元；
2. 一个内容包含 𝐴 的更全面的大数据集 𝐵，但价格更高，需要

600 元。

你不得不在两者之间做出决策。为了分析这一决策问题的本质，
我们可以将问题进一步抽象：你需要在如下两个备选方案中进
行决策，即（数据集 𝐴，−300 元）和（数据集 𝐵，−600 元），
其中负号代表金钱被消费了。
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偏好关系引入 从个人偏好到社会选择

面对这两个方案，你自然地会有自己的偏好（preference），
并选择自己偏好程度最高的方案。事实上，为了研究个人在上
述场景下的选择行为，微观经济学也是从偏好理论出发的。偏
好理论首先会探究你在（数据集 𝐴，−300 元）和（数据集 𝐵，
−600 元）两个选择下会更加偏好哪一个，然后基于你对不同选
择的偏好排序，选出最偏好的方案作为你的选择。
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偏好关系 从个人偏好到社会选择

更一般地，我们的备选方案可以不止两个选项，消费者的选择
目标也可以不仅是二元组（数据集，−价格），也可以是（1 个
香蕉，2 个苹果，3 个橘子）这样的三元组等更复杂的目标。

更一般地，我们把消费者的选择目标称为消费束，记为 𝒙 =
(𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛)，其中 𝑥𝑖(𝑖 = 1, 2, …, 𝑛) 表示消费者购买的第 𝑖 种
商品的数量（我们可以把货币视为一种特殊的商品，其价格就
是其本身的面额）。

任意给定两个消费束 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛) 和 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, …, 𝑦𝑛)，
我们可以用偏好关系（preference relation） 𝒙 ⪰ 𝒚 表示“𝒙 至
少和 𝒚 一样好”。
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偏好关系 从个人偏好到社会选择

我们可以从 ⪰ 中推导出另外两个偏好关系，它们的定义都非常
直接且符合直觉：

1. 严格偏好关系（strict preference）≻，定义为

𝒙 ≻ 𝒚 ⇔ 𝒙 ⪰ 𝒚  且 𝒚 ⪲ 𝒙

我们将其读作“𝒙 比 𝒚 好”。

2. 无差异关系（indifference）∼，定义为

𝒙 ∼ 𝒚 ⇔ 𝒙 ⪰ 𝒚  且 𝒚 ⪰ 𝒙

我们将其读作“𝒙 和 𝒚 一样好”。
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理性偏好关系 从个人偏好到社会选择

在大部分经济理论中，经济学家都假设个人偏好是理性的
（rational）。理性人假设是经济学理论研究的基础，它来源于
对一般人在正常情况下的选择的特点的归纳。在偏好理论中，
理性人假设体现在关于偏好关系 ⪰ 的两个基本假设上：

1. 完备性（completeness）：对于任意两个消费束 𝒙 和 𝒚，要
么 𝒙 ⪰ 𝒚，要么 𝒚 ⪰ 𝒙。

2. 传递性（transitivity）：对于任意三个消费束 𝒙、𝒚 和 𝒛，
如果 𝒙 ⪰ 𝒚 且 𝒚 ⪰ 𝒛，那么 𝒙 ⪰ 𝒛。

这两个定义的含义都是非常显然的。完备性表明个人在任意两
个可能的备选方案上都有明确的偏好。传递性则表明，决策者
在决策时将备选物两两比较，可以形成一个比较链条，决策者
在这个比较链条上的偏好不可能是循环的。
• 例如，这样的偏好是不理性的：一个人喜欢苹果胜于香蕉，
喜欢香蕉胜于橘子，但喜欢橘子胜于苹果。
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偏好关系的性质 从个人偏好到社会选择

根据偏好关系 ⪰ 的理性假设，我们不难推导出以下结论：

命题

在理性偏好的假设下，以下性质成立：
1. 自反性（reflexivity）：对于任意消费束 𝒙，𝒙 ⪰ 𝒙，𝒙 ∼

𝒙，但 𝒙 ⊁ 𝒙。
2. 传递性（transitivity）

• 如果 𝒙 ≻ 𝒚 且 𝒚 ⪰ 𝒛，那么 𝒙 ≻ 𝒛；
• 如果 𝒙 ∼ 𝒚 且 𝒚 ∼ 𝒛，那么 𝒙 ∼ 𝒛。

以传递性的第二个结论为例给出证明，其它结论证明留作练习。

证明 :  假设 𝒙 ∼ 𝒚 且 𝒚 ∼ 𝒛。由于 𝒙 ∼ 𝒚，我们有 𝒙 ⪰ 𝒚 且 𝒚 ⪰
𝒙。同理，由于 𝒚 ∼ 𝒛，我们有 𝒚 ⪰ 𝒛 且 𝒛 ⪰ 𝒚。因此，根据传
递性，我们有 𝒙 ⪰ 𝒛 且 𝒛 ⪰ 𝒙，即 𝒙 ∼ 𝒛。 □
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理性偏好的局限性 从个人偏好到社会选择

然而，有的时候理性偏好会带来一些令人迷惑的结果。考虑某
个寝室的三个同学 𝐴, 𝐵, 𝐶 通过少数服从多数的投票机制决定周
末的活动，他们的备选方案包括看电影（𝑀）、去公园（𝑃）以
及图书馆自习（𝑆），且这三个人都是理性的：

1. 𝑀 ≻𝐴 𝑃 ≻𝐴 𝑆；
2. 𝑆 ≻𝐵 𝑀 ≻𝐵 𝑃；
3. 𝑃 ≻𝐶 𝑆 ≻𝐶 𝑀。

其中 ≻𝐴、≻𝐵 和 ≻𝐶  分别为这三个人的理性严格偏好关系。假
设投票表决的分别是：看电影（𝑀）对去公园（𝑃），去公园
（𝑃）对图书馆自习（𝑆）以及图书馆自习（𝑆）对看电影（𝑀），
则投票结果为：𝑀  战胜 𝑃（因为 𝐴 和 𝐵 都认为 𝑀  战胜 𝑃，少
数服从多数）；𝑃  战胜 𝑆；𝑆 战胜 𝑀。因此，这个寝室的偏好为
𝑀 ≻ 𝑃 ≻ 𝑆 ≻ 𝑀，显然不满足传递性。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 7: 社会选择理论 8 / 75

yhwu_is@zju.edu.cn


理性偏好的局限性 从个人偏好到社会选择

这个例子十分有趣，称为康多塞悖论（Condorcet paradox）。
这一悖论产生的原因在于，这里我们讨论的不再是个人的偏好，
而是集体的偏好，而个人偏好的简单加总不一定能得到理性的
（满足传递性的）集体偏好。

接下来我们将分析在多大程度上个人偏好能被加总为社会偏好，
或者更直接地，被加总为社会决策，并且这种加总方式要“令人
满意”，即需要满足一系列合意条件。
• 我们从最简单的备选方案只有两种的情况开始，此时我们可
以找到很多令人满意的加总方式；

• 但是当备选方案的数量增多时，我们的讨论急转直下，这也
就引入了著名的阿罗不可能定理；

• 随后我们会介绍两种走出不可能定理困境的方法；
• 最后我们会介绍如何直接将个人偏好加总为社会决策，引入
社会选择函数的概念。
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两种备选方案上的社会偏好问题 从个人偏好到社会选择

自然地，我们从最简单的备选方案只有两种的情况开始。我们
将这些备选方案称为 𝑥 和 𝑦，例如方案 𝑥 可能是“维持现状”，而
𝑦 是正在讨论准备实施的某个公共项目。

对于这一问题，我们拥有的知识是每个社会成员在这两个备选
方案上的个人偏好。
• 假设个人或称参与人（agents）的数量为 𝐼 < ∞ 个；
• 个人在这两个方案上的偏好集可用组合 (𝛼1, …, 𝛼𝐼) ∈ ℝ𝐼  来表
示，其中 𝛼𝑖 ∈ {−1, 0, 1}，分别表示个人 𝑖 偏好 𝑥 胜于 𝑦、无
差异以及偏好 𝑦 胜于 𝑥。

需要注意的是，在本讲中我们始终假设，在备选方案的社会决
策问题中，真正重要的仅为参与人对备选方案的偏好排序，而
不是他们的偏好程度（即不涉及基数或强度信息），因此我们排
除了不同人之间快乐或痛苦感的比较。
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社会福利泛函数 从个人偏好到社会选择

定义

一个社会福利泛函数（social welfare functional）或称社会
福利加总器（social welfare aggregator）是一个规则
𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼)，该规则对个人偏好的每个可能组合
(𝛼1, …, 𝛼𝐼) ∈ {−1, 0, 1}𝐼  都指定了一个社会偏好，即
𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) ∈ {−1, 0, 1}。

接下来将考察社会福利泛函数应当满足的性质，首先我们考察
的所有社会福利函数都要在下面定义的弱意义上尊重个人偏好：
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帕累托性质 从个人偏好到社会选择

定义

社会福利泛函数 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) 是帕累托的（Paretian）或称
为具有帕累托性质（Pareto property），如果它尊重参与人
严格偏好的一致性，也就是说，如果 𝐹(1, …, 1) = 1 和
𝐹(−1, …, −1) = −1。

因此帕累托性质就是当所有人都严格偏好 𝑥 时，社会也严格偏
好 𝑥，当所有人都严格偏好 𝑦 时，社会也严格偏好 𝑦。这显然是
一个自然的要求，否则社会的决策将会违背所有人的意愿。

两个备选方案之间的帕累托社会福利泛函数比比皆是，接下来
将给出一些经典的例子。
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多数投票 从个人偏好到社会选择

多数投票

令 (𝛽1, …, 𝛽𝐼) ∈ ℝ𝐼  是元素非负的向量且不是零向量，定义

𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = sign ∑
𝐼

𝑖=1
𝛽𝑖𝛼𝑖.

其中 sign 是符号函数，即对于任何 𝑎 ∈ ℝ，根据 𝑎 > 0, 𝑎 = 0
或 𝑎 < 0，sign 𝑎 分别等于 1, 0 或 −1。

一个重要的特殊情形是多数投票（majority voting），即投
票表决且多数票获胜。读者不难看出取 𝛽𝑖 = 1, ∀𝑖 时就是多数
投票规则。于是 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 1 当且仅当偏好 𝑥 胜于 𝑦 的
人数多于偏好 𝑦 胜于 𝑥 的人数，𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = −1 当且仅当
偏好 𝑦 胜于 𝑥 的人数多于偏好 𝑥 胜于 𝑦 的人数，
𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 0 当且仅当偏好 𝑥 胜于 𝑦 的人数等于偏好 𝑦 胜
于 𝑥 的人数，此时两种选择社会无差异。
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独裁 从个人偏好到社会选择

定义

我们说一个社会福利泛函数是独裁的（dictatorial），如果存
在一个参与人（独裁者），使得对于任何组合 (𝛼1, …, 𝛼𝐼)，
𝛼𝑖 = 1 意味着 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝑖) = 1，而且类似地，𝛼𝑖 = −1 意味
着 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝑖) = −1。

也就是说，独裁者的偏好成为了社会偏好。独裁的社会福利泛
函数具有帕累托性质：对于社会福利泛函数

𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = sign ∑
𝐼

𝑖=1
𝛽𝑖𝛼𝑖.

只要对于某个参与人 𝑖 有 𝛽𝑖 > 0 以及当 𝑗 ≠ 𝑖 时 𝛽𝑗 = 0，我们就
得到了一个独裁关系，因为 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = sign 𝛽𝑖𝛼𝑖, 𝛽𝑖 > 0。
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其他性质 从个人偏好到社会选择

多数投票社会福利泛函数在社会选择理论中扮演着重要的基准
角色。除了具有帕累托性质之外，它还具有其他三个重要性质，
下面我们将正式阐述这些性质。
• 第一个性质（参与人之间的对称性）是说社会福利泛函数平
等对待每个参与人；

• 第二个性质（备选方案的中立性）是说，社会福利泛函数事
先不偏重任何一个备选方案；

• 第三个性质（正反应性）比帕累托性质更强，它是说社会福
利泛函数对个人偏好比较敏感。
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其他性质 从个人偏好到社会选择

对称性

社会福利泛函数 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) 在参与人之间是对称的
（symmetric）或称为匿名的（anonymous），如果参与人的
名字并不重要：如果将各参与人的偏好重新排列不会改变社
会偏好。

准确地说，令 𝜋 : {1, …, 𝐼} → {1, …, 𝐼} 是满射。那么对于任
何组合 (𝛼1, …, 𝛼𝑟) 有 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝑟) = 𝐹(𝛼𝜋(1), …, 𝛼𝜋(𝐼))。

对称性（或匿名性）使得我们自然地会想起 Shapley 值的对称
性，这是一个很自然的要求，因为在很多决策情况下（如无记
名投票）参与人的名字本身并不应该影响社会的决策。
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其他性质 从个人偏好到社会选择

中立性

社会福利泛函数 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) 在备选方案之间是中立性的
（neutral），如果对于每个组合 (𝛼1, …, 𝛼𝐼) 都有
𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = −𝐹(−𝛼1, …, −𝛼𝐼) 成立。也就是说，如果我
们颠倒所有参与人的偏好，社会偏好也会颠倒。

中立性也不难理解，因为如果这一条件不成立，那么就会出现
即使所有人偏好颠倒，社会偏好却不变的情况（并且社会偏好
不是无差异的），那么显然此时社会是偏好这一不变的决策的。
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其他性质 从个人偏好到社会选择

正反应性

社会福利泛函数 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) 是正反应的（positively
responsive），如果当 (𝛼1, …, 𝛼𝐼) ⩾ (𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′)，
(𝛼1, …, 𝛼𝐼) ≠ (𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′) 以及 𝐹(𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′) ⩾ 0 时，我们
有 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 1。

也就是说，如果社会认为 𝑥 优于 𝑦 或与 𝑦 一样好而且某些参与
人开始看重 𝑥，那么 𝑥 是受社会偏好的。从这一点可以推出帕
累托性质，例如 𝐹(1, …, 1) = 1 必然成立，否则如果
𝐹(1, …, 1) = 0，则根据中立性有 𝐹(−1, …, −1) = 0，根据正反
应性有 𝐹(1, …, 1) = 1，这与前提矛盾。其它情况的证明类似。
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May 定理 从个人偏好到社会选择

容易验证多数投票满足参与人间对称性、备选方案间中立性以
及正反应性这三个性质。更强的结论是，这些性质反过来也完
全刻画了多数投票。

May 定理（1952）
一个社会福利泛函数 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) 是个多数投票社会福利函
数当且仅当它在参与人之间是对称的、在备选方案间是中立
性的以及是正反应的。

我们已经说过多数投票满足这三个性质，这就是必要性。为了
证明充分性，注意到参与人之间的对称性意味着社会偏好仅取
决于偏好 𝑥 胜于 𝑦 的参与人总数、认为 𝑥 与 𝑦 无差异的参与人
总数以及偏好 𝑦 胜于 𝑥 的参与人总数。
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May 定理 从个人偏好到社会选择

给定 (𝛼1, …, 𝛼𝐼)，记

𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = #{𝑖 : 𝛼𝑖 = 1}
𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = #{𝑖 : 𝛼𝑖 = −1}

参与人之间的对称性能让我们将 𝐹(𝛼1, …, 𝛼1) 写为

𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 𝐺(𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼), 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼))

现在假设 (𝛼1, …, 𝛼𝐼) 使得 𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼)。于是
𝑛+(−𝛼1, …, −𝛼𝐼) = 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼) =
𝑛−(−𝛼1, …, −𝛼𝐼)，因此
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May 定理 从个人偏好到社会选择

𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 𝐺(𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼), 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼))

= 𝐺(𝑛+(−𝛼1, …, −𝛼𝐼), 𝑛−(−𝛼1, …, −𝛼𝐼))
= 𝐹(−𝛼1, …, −𝛼𝐼)
= −𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼)

最后一个等式可由备选方案之间的中立性推出。我们已经知道，
对于一个数来说，如果它等于它的相反数，那么这个数必定为
零。因此，我们断言，如果 𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼)，那
么 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 0。
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May 定理 从个人偏好到社会选择

接下来假设 𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼) > 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼)。

记 𝐻 = 𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼)，𝐽 = 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼)，于是 𝐽 < 𝐻。不失
一般性，令 𝛼𝑖 = 1 对于 𝑖 ⩽ 𝐻；𝛼𝑖 ⩽ 0 对于 𝑖 > 𝐻。考虑一个
新组合 (𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′)，该组合如下定义：

• 𝛼𝑖′ = 𝛼𝑖 = 1 对于 𝑖 ⩽ 𝐽 < 𝐻；
• 𝛼𝑖′ = 0 对于 𝐽 < 𝑖 ⩽ 𝐻；
• 𝛼𝑖′ = 𝛼𝑖 ⩽ 0 对于 𝑖 > 𝐻

于是 𝑛+(𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′) = 𝐽  和 𝑛−(𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′) = 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼) =
𝐽。因此，根据前面得到的结论 𝐹(𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′) = 0。但是根据
我们的构造，备选方案 𝑥 在新个人偏好中已经失宠了。的确，
(𝛼1, …, 𝛼𝐼) ⩾ (𝛼1′, …, 𝛼𝐼 ′) 和 𝛼𝐽+1 = 1 > 0 = 𝛼𝐽+1′。因此，根
据正反应性可知，我们必定有 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = 1。
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May 定理 从个人偏好到社会选择

反过来，如果 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼) > 𝑛+(𝛼1, …, 𝛼𝐼)，那么
𝑛+(−𝛼1, …, −𝛼𝐼) > 𝑛−(𝛼1, …, 𝛼𝐼)，于是 𝐹(−𝛼1, …, −𝛼𝐼) = 1，
从而 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) = −1。由此我们可以断言 𝐹(𝛼1, …, 𝛼𝐼) 的确
是个多数投票社会福利泛函数。

上述证明的关键总结如下：

1. 根据对称性直接得到 𝐹  只能与 𝑛+ 和 𝑛− 有关；
2. 构造 𝑛+ = 𝑛− 的情况，根据中立性得到 𝐹 = 0；
3. 构造 𝑛+ > 𝑛− 的情况，根据正反应性以及第 2 点的结果得到

𝐹 = 1（因此说正反应性比帕累托性质更强）。
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社会福利泛函数 阿罗不可能定理

下面研究任何数量备选方案上个人偏好的加总问题。将备选方
案集合记为 𝑋，并且假设有 𝐼  个参与人 𝑖 = 1, …, 𝐼。
• 为方便起见，我们经常假设在个人偏好关系中任何两个不同
的方案都不是无差异的；

• 为了区别有无无差异的两种情形，将 𝑋 上的所有可能理性偏
好关系组成的集合记为 ℛ，而将满足不存在两个不同备选方
案是无差异性质的 𝑋 上的所有可能理性偏好关系组成的集合
记为 𝒫。注意到 𝒫 ⊂ ℛ。

正式地说，偏好关系 ⪰𝑖∈ 𝒫，如果它是自反（即 𝑥 ⪰𝑖 𝑥 对于所
有 𝑥 ∈ 𝑋）、传递以及全域（total）的（若 𝑥 ≠ 𝑦，则要么 𝑥 ⪰𝑖
𝑦，要么 𝑦 ⪰𝑖 𝑥，但不可能都成立）。这样的偏好关系通常称为
严格-全面（strict-total）偏好，或称线性序（linear orders），
因为这些性质就是实直线通常拥有的序：“大于或等于”关系。
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社会福利泛函数 阿罗不可能定理

类似于上一小节，可以将社会福利泛函数定义为一个规则，该
规则对个人偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ ℛ𝐼  指定了一个社会偏好。
下面的定义在两个方面推广了原先的社会福利泛函数定义：

1. 允许任何数量的备选方案；
2. 允许将加总问题限制在个人偏好组合的某个定义域 𝒜 ⊂ ℛ𝐼。

当然在本节实际上主要考察的还是最大的定义域，即 𝒜 = ℛ𝐼

和 𝒜 = 𝒫𝐼。

定义

定义在给定子集 𝒜 ⊂ ℛ𝐼  的一个社会福利泛函数（或称社会
福利加总器）是一个规则 𝐹 : 𝒜 → ℛ，该规则对可行定义域
𝒜 ⊂ ℛ𝐼  中的个人理性偏好关系的任何组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) 指定
了一个理性偏好关系 𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ ℛ，这个理性偏好关系
称为社会偏好关系。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 7: 社会选择理论 26 / 75

yhwu_is@zju.edu.cn


社会福利泛函数 阿罗不可能定理

注意到，正如我们在上一节的做法一样，在社会加总问题中，
个人特征完全是由他们在备选方案上的偏好关系刻画的，不考
虑偏好的强度等。进一步地，对于任何组合 (⪰1, …, ⪰𝐼)，将由
𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼) 导出的严格偏好关系记为 𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)，读作社
会认为 𝑥 比 𝑦 好。

下面的定义推广了帕累托性质，它要求社会福利泛函数在下面
的弱意义上尊重个人偏好：

定义

一个社会福利泛函数 𝐹 : 𝒜 → ℛ 是帕累托的（Paretian），
如果对于任何一对备选方案 {𝑥, 𝑦} ∈ 𝑋 和任何偏好组合 (⪰1
, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜，如果 𝑥 ≻𝑖 𝑦 对于每个 𝑖 成立，那么 𝑥𝐹𝑝(⪰1
, …, ⪰𝐼)𝑦。
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下面的例子描述了一类著名且有趣的帕累托社会福利泛函数：

波达记分法（Borda Count）
假设备选方案有限。给定偏好关系 ⪰𝑖∈ ℛ，按照以下规则对
每个备选方案 𝑥 ∈ 𝑋 指定一个分数。若在偏好关系 ⪰𝑖 中任
何两个备选方案都不是无差异的，如果 𝑥 在 ⪰𝑖 的序中位于第
𝑛 名，则令 𝑐𝑖(𝑥) = 𝑛。如果在 ⪰𝑖 中允许无差异，则 𝑐𝑖(𝑥) 是
与 𝑥 无差异的备选方案的平均排名。例如如果 𝑋 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}，
且 𝑥 ≻𝑖 𝑦 ∼𝑖 𝑧，则 𝑐𝑖(𝑥) = 1，𝑐𝑖(𝑦) = 𝑐𝑖(𝑧) = 2.5。

最后通过将分数加总得到任何组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ ℛ 的社会排
序：如果 ∑𝑖 𝑐𝑖(𝑥) ⩽ ∑𝑖 𝑐𝑖(𝑦)，那么 𝑥 ⪰ 𝑦。令 𝐹𝑝(⪰1,…,⪰𝐼) ∈
ℛ 表示由 𝑥𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦 定义的偏好关系，显然这个偏好关
系是完备和传递的（可由效用函数 𝑐(𝑥) = − ∑𝑖 𝑐𝑖(𝑥) 表示）。
而且该偏好关系是帕累托的：如果 𝑥 ≻𝑖 𝑦, ∀𝑖，那么 𝑐𝑖(𝑥) <
𝑐𝑖(𝑦), ∀𝑖，从而有 ∑𝑖 𝑐𝑖(𝑥) < ∑𝑖 𝑐𝑖(𝑦)。
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配对独立性 阿罗不可能定理

下面阐述社会福利泛函数面对的一个重要限制条件，它首先由
Arrow（1963）提出。这个限制条件指出任何两个备选方案上的
社会偏好仅取决于这两个方案上的个人偏好。我们可从三个方
面为这个假设辩护：

1. 首先，它认为在确定 𝑥 与 𝑦 的社会排序时，是否存在其他方
案是不重要的，这些其他方案与当前的问题无关。这个理由
是严格规范的而且有相当的吸引力；

2. 第二个理由是实践性的。这个假设使社会决策任务变得非常
方便，因为它有助于隔离问题。在确定某个备选方案子集的
社会排序时，我们不需要这个子集之外的任何个人偏好信息；

3. 第三个理由与激励有关，我们将在本讲最后一小节的无谎报
的激励命题中讨论。下面定义的配对独立性（pairwise
independence）性质与如何提供激励让个人如实显示自己的
偏好这个问题密切相关。
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配对独立性 阿罗不可能定理

配对独立性

定义域为 𝒜 的社会福利泛函数 𝐹 : 𝒜 → ℛ 满足配对独立性条
件（pairwise independence condition）或称不相关方案无
关性条件（independence of irrelevant alternative
condition），如果任何一对备选方案 {𝑥, 𝑦} ∈ 𝑋 上的社会偏
好仅取决于这两个方案上的个人偏好组合。正式地说，对于
任何一对备选方案 {𝑥, 𝑦} ∈ 𝑋，以及对于具有下列性质的任
何一对偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜 和 (⪰1 ′, …, ⪰𝐼 ′) ∈ 𝒜，即
对于每个 𝑖，如果 𝑥 ⪰𝑖 𝑦 ⇔ 𝑥 ⪰𝑖 ′𝑦 且 𝑦 ⪰𝑖 𝑥 ⇔ 𝑦 ⪰𝑖 ′𝑥，有

𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦 ⇔ 𝑥𝐹𝑝(⪰1 ′, …, ⪰𝐼 ′)𝑦

𝑦𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑥 ⇔ 𝑦𝐹𝑝(⪰1 ′, …, ⪰𝐼 ′)𝑥

通俗而言就是，两个不同的偏好组合只要在 𝑥 与 𝑦 上的偏好关
系一致，那么社会对 𝑥 与 𝑦 的偏好也应该一致。
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配对独立性 阿罗不可能定理

波达计分（续）

波达计分不满足配对独立性条件。原因很简单：任何一个备
选方案的位次都取决于每个其他备选方案的位次。或者说，
排序是有数字大小的，这会影响到配对独立性。例如，假设
有两个参与人和三个备选方案 {𝑥, 𝑦, 𝑧}。对于偏好

𝑥 ≻1 𝑦 ≻1 𝑧,
𝑦 ≻2 𝑥 ≻2 𝑧

那么社会认为 𝑥 比 𝑦 好，因为 𝑐(𝑥) = 3, 𝑐(𝑦) = 4，但对偏好

𝑥 ≻1 ′𝑦 ≻1 ′𝑧,
𝑦 ≻2 ′𝑧 ≻2 ′𝑥

社会认为 𝑦 比 𝑥 好，因为 𝑐(𝑥) = 4, 𝑐(𝑦) = 3。然而对每个参
与人而言，𝑥 和 𝑦 的相对位次没有改变。
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配对独立性 阿罗不可能定理

上面例子的讨论表明，配对独立性条件是个重要限制。
• 然而，有一种自然的方法能保证这个条件自动满足：可以通
过某种特定加总规则来确定任何给定的两个备选方案之间的
社会偏好，这个加总规则只使用了个人偏好中这两个方案的
排序信息，从而我们可以得到任意一对备选方案之间的偏好
关系，且是独立于其它备选方案的；

• 并且在上一节我们已经看到，对于任何一对备选方案，存在
很多这样的规则（例如多数投票）；

• 能否按照这种配对方式实施而且仍能得到理性（即完备且传
递的）社会偏好？回忆康多塞悖论，这个问题似乎没有想象
中的简单：多数投票的方式不一定能得到理性（康多塞悖论
中不满足传递性）的社会偏好。

吴一航     yhwu_is@zju.edu.cn Lec 7: 社会选择理论 32 / 75

yhwu_is@zju.edu.cn
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下一个命题是阿罗不可能定理，该定理是本讲的核心结果。它
在本质上告诉我们，康多塞悖论的出现不是由多数投票的任何
强性质（参与人之间的对称性、备选方案的中立性和正反应性）
引起的。康多塞悖论点破了关键问题所在：在配对独立性条件
下，不存在定义在 ℛ𝐼  上的社会福利泛函数，使得该函数满足
最低形式的参与人之间的对称性（无独裁者）和最低形式的正
反应性（帕累托性质）。

阿罗不可能定理（Arrow's Impossibility Theorem）
假设至少有三个备选方案，个人组合的定义域 𝒜 要么为 𝒜 =
ℛ𝐼，要么为 𝒜 = 𝒫𝐼。那么每个满足帕累托性质和配对独立
性条件的社会福利泛函数 𝐹 : 𝒜 → ℛ 在下列意义上是独裁
的：存在一个参与人 ℎ 使得对于任何 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋 和任何组合
(⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜，当 𝑥 ≻ℎ 𝑦 时，社会认为 𝑥 比 𝑦 好，即
𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦。
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阿罗不可能定理 阿罗不可能定理

为证明的方便起见，将 𝐼  不仅视为参与人的数量，也视为参与
人集合。对于整个证明，我们使用一个满足帕累托性质和配对
独立性条件的固定社会福利泛函数 𝐹 : 𝒜 → ℛ。下面先给出一
些定义，这些定义是证明的关键：

决定性

给定 𝐹(·)，对于参与人集合的一个子集 𝑆 ⊂ 𝐼，

1. 如果当 𝑆 中的每个人认为 𝑥 比 𝑦 好且 𝑆 之外的每个人认为
𝑦 比 𝑥 好，导致社会认为 𝑥 比 𝑦 好，那么我们说 𝑆 可以决
定 𝑥 比 𝑦 好（decisive for 𝑥 over 𝑦）；

2. 如果对于任何一对备选方案 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋，𝑆 可以决定 𝑥 比
𝑦 好，那么我们说 𝑆 是决定性的（decisive）；

3. 如果当 𝑆 中的每个人认为 𝑥 比 𝑦 好，导致社会认为 𝑥 比 𝑦
好，那么我们说 𝑆 完全可以决定 𝑥 比 𝑦 好（completely
decisive for 𝑥 over 𝑦）。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

接下来的证明将沿着详细考察决定集族的结构这个路线进行：

• 第 1 步到第 3 步表明，如果某个参与人子集对于某对方案是
决定性的，那么它对所有配对方案都是决定性的；

• 第 4 步到第 6 步证明了决定集族的一些代数性质；
• 第 7 步和第 8 步使用这些性质证明了存在由单个参与人组成
的最小决定集；

• 第 9 步和第 10 步证明这个参与人是个独裁者。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

第 1 步：如果对于某个 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋，𝑆 ⊂ 𝐼  可以决定 𝑥 比 𝑦
好，那么对于任何备选方案 𝑧 ≠ 𝑥，𝑆 可以决定 𝑥 比 𝑧 好。类
似地，对于任何 𝑧 ≠ 𝑦，𝑆 可以决定 𝑧 比 𝑦 好。

下面仅证明如果 𝑆 可以决定 𝑥 比 𝑦 好，那么 𝑆 可以决定 𝑥 比
𝑧 ≠ 𝑥 好。另一部分的证明是类似的。如果 𝑧 = 𝑦，显然成立，
因此假设 𝑧 ≠ 𝑦。考虑一个偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜，其中

𝑥 ≻𝑖 𝑦 ≻𝑖 𝑧, ∀𝑖 ∈ 𝑆,
𝑦 ≻𝑖 𝑧 ≻𝑖 𝑥, ∀𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝑆

由于 𝑆 可以决定 𝑥 比 𝑦 好，所以社会认为 𝑥 比 𝑦 好，也就是说
𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦。另一方面，由于 𝑦 ≻𝑖 𝑧 对于每个 𝑖 ∈ 𝐼  成立，
所以根据 𝐹  满足帕累托性质可知 𝑦𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧。因此，由社
会偏好的传递性可知 𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

根据配对独立性条件，只要 𝑆 中的每个人认为 𝑥 比 𝑧 好且 𝑆 之
外的每个人认为 𝑧 比 𝑥 好，那么社会就会和上面我们举的这一
特殊偏好例子一样认为 𝑥 比 𝑧 好。因此，𝑆 可以决定 𝑥 比 𝑧 好。

注：这里的证明思想是找到一种特殊的偏好关系证明在这种偏
好下 𝑆 可以决定 𝑥 比 𝑧 好，然后根据配对独立性推广到其它的
偏好关系都能做到这一点，因为其它的偏好关系只要保持 𝑥 和
𝑧 在 𝑆 和 𝐼 \ 𝑆 下的顺序和前面的特殊偏好关系一致，根据配
对独立性就能说明社会认为 𝑥 比 𝑧 好，因此根据定义可知 𝑆 可
以决定 𝑥 比 𝑧 好，这一思想在之后的证明中很常用。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

第 2 步：如果对于某个 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋，𝑆 ⊂ 𝐼  可以决定 𝑥 比 𝑦
好，𝑧 是第三个备选方案，那么当 𝑤 ∈ 𝑋 是不同于 𝑧 的任何备
选方案时，𝑆 可以决定 𝑧 比 𝑤 好以及决定 𝑤 比 𝑧 好。

根据第 1 步，𝑆 可以决定 𝑥 比 𝑧 好以及决定 𝑧 比 𝑦 好。如果我
们再次使用第 1 步，只不过这次运用在 {𝑥, 𝑧} 和 𝑤 上，可知：
𝑆 可以决定 𝑤 比 𝑧 好。类似地，将第 1 步运用在 {𝑧, 𝑦} 和 𝑤
上，可知：𝑆 可以决定 𝑧 比 𝑤 好。

第 3 步：如果对于某个 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋，𝑆 ⊂ 𝐼  可以决定 𝑥 比 𝑦
好，那么 𝑆 是决定性的。

取任意的 {𝑣, 𝑤} ⊂ 𝑋。如果 𝑣 = 𝑧 或 𝑣 = 𝑤，那么第 2 步直接蕴
含了第 3 步的结论。如果 𝑣 ≠ 𝑧 且 𝑤 ≠ 𝑧，我们可以运用第 2 步
从而断言 𝑆 可以决定 𝑧 比 𝑤 好，然后使用第 1 步（运用在
{𝑧, 𝑤} 上）断言 𝑆 可以决定 𝑣 比 𝑤 好。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

第 4 步：如果 𝑆 和 𝑇  是决定性的，那么 𝑆 ∩ 𝑇  是决定性的。

任取三个不同的备选方案 {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊂ 𝑋，考虑偏好组合 (⪰1
, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜，其中

𝑧 ≻𝑖 𝑦 ≻𝑖 𝑥, ∀𝑖 ∈ 𝑆 \ (𝑆 ∩ 𝑇 ),
𝑥 ≻𝑖 𝑧 ≻𝑖 𝑦, ∀𝑖 ∈ 𝑆 ∩ 𝑇 ,

𝑦 ≻𝑖 𝑥 ≻𝑖 𝑧, ∀𝑖 ∈ 𝑇 \ (𝑆 ∩ 𝑇 ),
𝑦 ≻𝑖 𝑧 ≻𝑖 𝑥, ∀𝑖 ∈ 𝐼 \ (𝑆 ∩ 𝑇 )

于是 𝑧𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦，因为 𝑆 = [𝑆 \ (𝑆 ∩ 𝑇 )] ∪ (𝑆 ∩ 𝑇 ) 是决定
性的。类似地，𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧，因为 𝑇  是决定性的。因此，
根据社会偏好的传递性可知 𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦。而在上述偏好关
系下，当 𝑖 ∈ 𝑆 ∩ 𝑇  时，𝑥 ≻𝑖 𝑦，当 𝑖 ∈ 𝐼 \ (𝑆 ∪ 𝑇 ) 时，𝑦 ≻𝑖 𝑥，
因此在这一偏好关系下 𝑆 ∩ 𝑇  可以决定 𝑥 比 𝑦 好。

由配对独立性条件可知，在更大的偏好关系集合下 𝑆 ∩ 𝑇  可以
决定 𝑥 比 𝑦 好。最后由第 3 步的结论可知 𝑆 ∩ 𝑇  是决定性的。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

第 5 步：对于任何 𝑆 ⊂ 𝐼，要么 𝑆 是决定性的，要么 𝐼 \ 𝑆 是
决定性的。

任取三个不同的备选方案 {𝑥, 𝑦, 𝑧} ⊂ 𝑋，考虑偏好组合 (⪰1
, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜，其中

𝑥 ≻𝑖 𝑧 ≻𝑖 𝑦, ∀𝑖 ∈ 𝑆,
𝑦 ≻𝑖 𝑥 ≻𝑖 𝑧, ∀𝑖 ∈ 𝐼 \ 𝑆

于是存在两种可能性：一是 𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦，在这种情形下，
根据配对独立性条件可知，𝑆 可以决定 𝑥 比 𝑦 好（由第 3 步的
结论可知 𝑆 是决定性的）；二是 𝑦𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑥，因为根据帕
累托性质条件，我们有 𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧，在这种情形下，社会
偏好关系产生了 𝑦𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧。再次使用配对独立性条件，
𝐼 \ 𝑆 可以决定 𝑦 比 𝑧 好（由第 3 步可知 𝐼 \ 𝑆 是决定性的）。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

第 6 步：如果 𝑆 ⊂ 𝐼  是决定性的而且 𝑆 ⊂ 𝑇，那么 𝑇  也是决定
性的。

根据帕累托性质条件可知，如果参与人集合是空集，那么它不
可能是决定性的（的确，如果没有人认为 𝑥 比 𝑦 好并且每个人
认为 𝑦 比 𝑥 好，那么社会不会认为 𝑥 比 𝑦 好）。因此，𝐼 \ 𝑇  不
可能是决定性的，因为如若不然，根据第 4 步可知，𝑆 ∩ (𝐼 \
𝑇 ) = ∅ 将是决定性的。因此，由第 5 步可知，𝑇  是决定性的。

第 7 步：如果 𝑆 ⊂ 𝐼  是决定性的而且它含有不止一个参与人，
那么存在一个严格子集 𝑆′ ⊂ 𝑆，𝑆′ ≠ 𝑆，使得 𝑆′ 是决定性的。

任取 ℎ ∈ 𝑆。如果 𝑆 \ {ℎ} 是决定性的，那么结论成立。因此假
设 𝑆 \ {ℎ} 不是决定性的。于是根据第 5 步可知，𝐼 \ (𝑆 \
{ℎ}) = (𝐼 \ 𝑆) ∪ {ℎ} 是决定性的。由第 4 步可知，{ℎ} = 𝑆 ∩
[(𝐼 \ 𝑆) ∪ {ℎ}] 也是决定性的。因此我们再次得到了结论，因为
根据假设，{ℎ} 是 𝑆 的一个严格子集。
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

第 8 步：存在一个 ℎ ∈ 𝐼  使得 𝑆 = {ℎ} 是决定性的。

重复运用第 7 步并且考虑以下两个事实即可得到结论：一个事
实是，参与人集合 𝐼  是有限的；另外一个是根据帕累托性质可
知，由所有参与人组成的集合 𝐼  是决定性的（之前我们已经知
道了 ∅ 不是）。

第 9 步：如果 𝑆 ⊂ 𝐼  是决定性的，那么对于任何 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋，
𝑆 完全决定了 𝑥 比 𝑦 好。

我们想证明，对于任何 𝑇 ⊂ 𝐼 \ 𝑆，如果 𝑆 中的每个参与人认为
𝑥 比 𝑦 好，𝑇  中的每个参与人认为 𝑥 至少与 𝑦 一样好，而且每
个其他参与人认为 𝑦 比 𝑥 好，那么社会认为 𝑥 比 𝑦 好。为了证
明这个性质，取一个不同于 𝑥 和 𝑦 的第三个备选方案 𝑧 ∈ 𝑋。
根据配对独立性条件可知，我们只要考虑满足下面这样的偏好
组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜 即可，其中
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阿罗不可能定理的证明 阿罗不可能定理

𝑥 ≻𝑖 𝑧 ≻𝑖 𝑦, ∀𝑖 ∈ 𝑆,
𝑥 ≻𝑖 𝑦 ≻𝑖 𝑧, ∀𝑖 ∈ 𝑇 ,

𝑦 ≻𝑖 𝑧 ≻𝑖 𝑥, ∀𝑖 ∈ 𝐼 \ (𝑆 ∪ 𝑇 ).

因为 𝑆 是决定性的，故有 𝑧𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦，并且根据第 6 步可
知 𝑆 ∪ 𝑇  是决定性的，故 𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧，因此，根据社会偏
好的传递性有 𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦，这正是我们想证明的。

第 10 步：如果对于某个 ℎ ∈ 𝐼，𝑆 = {ℎ} 是决定性的，那么 ℎ
是个独裁者。

如果 {ℎ} 是决定性的，那么根据第 9 步，{ℎ} 完全决定了任何 𝑥
比 𝑦 好。也就是说，如果偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜 使得 𝑥 ≻ℎ
𝑦，那么 𝑥𝐹𝑝(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦，这意味着 ℎ 是个独裁者。

第 8 步和第 10 步一起完成了阿罗不可能定理的证明。
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阿罗不可能定理的解读 可能的结果

阿罗不可能定理多少让人不安，但不能因此认为“民主是不可能
的”：阿罗不可能定理其实是说，我们不应该期望集体行动具有
个人行动那样的一致性。然而需要注意，在现实中，集体判断
和集体决策随处可见。阿罗不可能定理在本质上表明，我们不
能忽视制度细节和政治过程程序。例如，假设人们从三个备选
方案 {𝑥, 𝑦, 𝑧} 进行选择。选择方法是多数投票：先对 𝑥 和 𝑦 投
票，然后对胜出者和 𝑧 投票。这将产生一个结果，但这个结果
取决于投票日程是如何设定的，也就是说，取决于先对谁投票
后对谁投票。程序、规则与社会加总之间的这种相关性有着深
远意义。现代政治科学非常强调这一点。

本节我们不做大的变动，仍保留基本架构，考察如果放松阿罗
不可能定理的某些要求，能在多大程度上摆脱独裁者的结论。
我们首先总结一下阿罗不可能定理成立的所有必要的显性和隐
性的条件：
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阿罗不可能定理的解读 可能的结果

1. 备选方案至少为 3 个；
2. 全域定义域：社会福利泛函数 𝐹  的定义域为 ℛ𝐼  或 𝒫𝐼；
3. 社会理性：也就是说，对于个人偏好的每个可能组合，𝐹(⪰1

, …, ⪰𝐼) 是个理性偏好关系（即完备的和传递的）；
4. 配对独立性条件；
5. 帕累托性质条件；
6. 不存在独裁关系：不存在参与人 ℎ 使得在个人偏好的任何组
合上，ℎ 能对任何一对备选方案强制实施自己的严格偏好。

事实上阿罗不可能定理中的六个假设条件，任何一个都不是多
余的，其中任何一个条件的缺失都可以举出例子导致阿罗不可
能定理的结论不成立。在下面的讨论中，我们将考察放松两种
条件的结果：一是放松加总偏好的理性要求；二是在受限制定
义域内提出加总问题。特别地，我们将考虑一个限制条件，即
单峰偏好（single-peaked preference），这个限制条件在实践
中重要而有用。
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不完全社会理性 可能的结果
假设保留帕累托性质和配对独立性，但允许社会偏好理性程度
小于完全理性。下面的定义描述了理性偏好在两个方面的弱化；

拟传递和非循环的偏好关系

假设 𝑋 上的偏好关系 ⪰ 是自反和完备的。
1. 若由 ⪰ 推导出的严格偏好 ≻ 是传递的，则称 ⪰ 是拟传递
的（quasitransitive）；

2. 若 ⪰ 在每个有限子集 𝑋′ ⊂ 𝑋 中都有一最大元：{𝑥 ∈ 𝑋′ :
𝑥 ⪰ 𝑦, ∀𝑦 ∈ 𝑋′} ≠ ∅，则称 ⪰ 是非循环的（acyclic）。

不难得到如下结论，第一条证明可以看到“循环”一词的含义：

命题
1. 拟传递的偏好关系是非循环的，但是非循环的偏好关系未
必是拟传递的；

2. 理性偏好关系是拟传递的，但拟传递的偏好关系未必是理
性的。
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不完全社会理性 可能的结果

证明 :  对第一条，首先假设 ≻ 拟传递，并假设它不是非循环的，
于是存在某个有限集 𝑋′ ⊂ 𝑋 使得该集合对于 ⪰ 没有最大元。
也就是说，对于每个 𝑥 ∈ 𝑋′，存在某个 𝑦 ∈ 𝑋′ 使得 𝑦 ≻ 𝑥。因
此对于任何整数 𝑀  都可以找到一个链 𝑥1 ≻ 𝑥2 ≻ … ≻ 𝑥𝑀，其
中对于每个 𝑚 = 1, …, 𝑀  有 𝑥𝑚 ∈ 𝑋′。如果 𝑀  大于 𝑋′ 的元素
数量，那么在这个链中必定存在着重复。比如说 𝑥𝑚 = 𝑥𝑚′  对
于 𝑚 > 𝑚′。根据拟传递性可知，𝑥𝑚′ ≻ 𝑥𝑚 ≻ 𝑥𝑚′，但这是不
可能的，因为根据定义，≻ 非自反，故 ⪰ 非循环。

非循环的偏好关系未必是拟传递的例子见下面的否决者例。对
第二条，理性偏好关系是拟传递的显然，拟传递的偏好关系未
必理性见下面的寡头政治例。 □

因此非循环性条件相对更弱。然而需要注意，非循环性对理性
的弱化程度没有那么厉害：例如康多塞悖论中的社会偏好就违
背了非循环性。
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不完全社会理性 可能的结果

寡头政治的执政集团

令 𝐼  为参与人集，𝑆 ⊂ 𝐼  是给定的参与人子集，这个子集称
为寡头政治的执政集团（oligarchy）（允许 𝑆 = {ℎ} 或 𝑆 =
𝐼  这些可能性）。给定任何偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ ℛ𝐼，社会
偏好的构建方法如下：给定任何 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，如果至少存在一
个 ℎ ∈ 𝑆 使得 𝑥 ≻ℎ 𝑦，则社会认为 𝑥 至少与 𝑦 一样好。因
此，社会认为 𝑥 比 𝑦 严格好当且仅当寡头政治的执政集团中
的每个人认为 𝑥 比 𝑦 好。

这一社会偏好满足拟传递性是显然的，但不满足传递性，例如
考虑两个参与人 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆，如果 𝑥 ∼𝑖 𝑦，根据寡头偏好特点可知
𝑥 ∼ 𝑦，并假设 𝑦 ∼𝑗 𝑧，则有 𝑦 ∼ 𝑧。但是事实上所有 𝑆 中的人
都可以认为 𝑥 ≻ 𝑧，这与前面的假设不矛盾，因此 𝑥 ≻ 𝑧 是可能
的，这就违背了传递性。
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不完全社会理性 可能的结果

这也是这一选择函数在阿罗不可能定理中唯一一个未能满足的
条件（帕累托性质条件和配对独立性条件显然成立）。

然而，对于社会加总问题来说，这个解几乎不能令人满意，因
为福利泛函数反应迟缓。在一个极端上，如果寡头政治的执政
集团仅有一个人，那么他是独裁者。在另外一个极端上，如果
执政集团是整个人群（即 𝑆 = 𝐼），那么仅当社会所有成员都能
达到完全一致的意见时，该社会才能表达严格偏好。
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否决者

假设有两个参与人和三个备选方案 {𝑥, 𝑦, 𝑧}。给定任何偏好组
合 (⪰1, ⪰2)，令社会偏好关系为参与人 1 的偏好，但有一个
附加条件：参与人 2 有否决权，能否决“社会认为 𝑥 比 𝑦 好”：
如果 𝑦 ≻2 𝑥，那么社会认为 𝑦 至少与 𝑥 一样好。总之，对于
任何两个备选方案 {𝑣, 𝑤} ⊂ {𝑥, 𝑦, 𝑧}，如果 𝑣 ⪰1 𝑤，或者
𝑣 = 𝑦, 𝑤 = 𝑥 且 𝑣 ≻2 𝑤，那么社会认为 𝑣 至少与 𝑤 一样好。

这样定义的社会偏好是非循环的，这一点不难看到，可以分两
种情况讨论：第一种是 𝑦 ⊁2 𝑥，那么此时的偏好就是 1 的偏好，
自然是理性的；第二种是 𝑦 ≻2 𝑥，此时 𝑧 的排序完全由 1 决定，
也符合非循环性。但是这一偏好不是拟传递的，只需合理利用
否决权构造反例：考虑 𝑥 ≻1 𝑧 且 𝑧 ≻1 𝑦，那么根据社会偏好的
定义，𝑥 ≻ 𝑧，𝑧 ≻ 𝑦，但是有可能出现 𝑦 ≻2 𝑥，这样就有 𝑦 ⪰
𝑥，这就违背了拟传递性。
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下面阐述最重要的一类受限制的定义域条件：单峰偏好。我们
将看到，在这个受限的定义域内，非独裁式加总是可能的。事
实上，只要施加一个小的约束条件，在这个受限定义域上，配
对多数投票将产生一个社会福利泛函数。

线性序

备选方案集 𝑋 上的一个二元关系 ⩾ 是 𝑋 上的线性序（linear
order），如果它是自反的（即 𝑥 ⩾ 𝑥 对于每个 𝑥 ∈ 𝑋 成立）、
传递的（即 𝑥 ⩾ 𝑦 和 𝑦 ⩾ 𝑧 意味着 𝑥 ⩾ 𝑧）以及全域的
（total，即对于任何不同的 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，要么 𝑥 ⩾ 𝑦，要么 𝑦 ⩾
𝑥，但不能都成立）。

线性序的最简单例子就是 𝑋 为实值线的子集（即 𝑋 ⊂ ℝ）且 ⩾
是实数的“大于或等于”关系。
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下面的定义描述了单峰偏好的概念：

单峰偏好

理性偏好关系关于 𝑋 上的线性序 ⩾ 是单峰的（single
peaked），如果存在一个备选方案 𝑥 ∈ 𝑋 使得 ⪰ 在 {𝑦 ∈ 𝑋 :
𝑥 ⩾ 𝑦} 上关于 ⩾ 是递增的，而在 {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑦 ⩾ 𝑥} 上关于 ⩾
是递减的。也就是说：
1. 如果 𝑥 ⩾ 𝑧 > 𝑦，那么 𝑧 ≻ 𝑦；
2. 如果 𝑦 > 𝑧 ⩾ 𝑥，那么 𝑧 ≻ 𝑦。

用文字表达：存在某个代表着满足程度最高的备选方案 𝑥，而
且随着我们接近这个峰值点，满意程度也在增加（因此特别地，
不可能存在满意程度的任何其他最大值）。

考虑 𝑋 是实数轴上的开区间的情况，⩾ 就是实数域上的大于等
于关系。
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下图以及下面的例子会给读者关于“单峰”的更直观的体会：

单峰偏好的例子

假设 𝑋 = [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ 且 ⩾ 是实数的“大于或等于”关系。于是
𝑋 上的一个连续偏好关系 ≻ 关于 ⩾ 是单峰的当且仅当它是严
格凸的，也就是当且仅当对于每个 𝑤 ∈ 𝑋，当 𝑦 ⪰ 𝑤，𝑧 ⪰
𝑤，𝑦 ≠ 𝑧 时我们有 𝑎𝑦 + (1 − 𝛼)𝑧 > 𝑤，其中 𝛼 ∈ (0, 1)。
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下面我们定义一个记号，在之后的讨论中是常用的：

单峰偏好集族

给定 𝑋 上的一个线性序 ⩾，我们用 ℛ⩾ ⊂ ℛ 表示关于 ⩾ 是
单峰的所有理性偏好关系组成的集族。

给定一个线性序 ⩾ 和一组参与人 𝐼，从现在起考虑受限制的定
义域 ℛ𝐼

⩾ 上的偏好。假设在定义域 ℛ𝐼
⩾ 上通过配对多数投票定

义社会偏好关系。也就是说，给定一个偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈
ℛ𝐼

⩾ 和任何 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋，如果认为 𝑥 严格比 𝑦 好的参与人数量
大于或等于认为 𝑦 严格比 𝑥 好的参与人数量，也就是说，如果
#{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑥 ≻𝑖 𝑦} ⩾ #{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑦 ≻𝑖 𝑥}，那么我们将这种关系记
为 𝑥𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦，这个式子可以读为“社会认为 𝑥 至少与 𝑦 一
样好”。
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注意到，根据定义可知，对于任何一对备选方案 {𝑥, 𝑦}，我们
必定有要么 𝑥𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦，要么 𝑦𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑥。因此，配
对多数投票产生了一个完备的社会偏好关系（这个结论对偏好
的任何可能定义域都成立）。

在做了如上定义和观察后，我们的目标是：证明在单峰偏好下，
我们总能保证由配对多数投票产生的社会偏好有最大元，也就
是说，在多数投票规则下，存在着不可能被任何其他方案击败
的方案，从而可以避免阿罗不可能定理中独裁者的出现。得到
这一结论的方法非常直接，就是找到这个不可击败的方案。为
了定义这一方案，我们先定义中间参与人的概念：
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中间参与人

令 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ ℛ𝐼
⩾ 是偏好的一个固定组合，对于每个 𝑖 ∈

𝐼，用 𝑥𝑖 表示 ⪰𝑖 的最大元（也就是峰值）。称参与人 ℎ ∈ 𝐼
对于偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) 是个中间参与人（median
agent），如果 #{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑥ℎ ⩾ 𝑥𝑖} ⩾ 𝐼/2 且 #{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑥𝑖 ⩾
𝑥ℎ} ⩾ 𝐼/2。

因此中间参与人就是峰值位于所有人峰值中间的参与人。显然
中间参与人总是存在的。如果峰值不相等而且 𝐼  是奇数，那么
定义表明有 (𝐼 − 1)/2 个参与人的峰值严格小于 𝑥ℎ，另外 (𝐼 −
1)/2 个参与人的峰值严格大于 𝑥ℎ。在这种情形下，中间参与人
是唯一的。
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下图说明了如何确定中间参与人：
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康多塞获胜者 可能的结果

命题

假设 ⩾ 是 𝑋 上的一个线性序，考虑偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼)，
在这个偏好组合中，对于每个 𝑖，⪰𝑖 关于 ⩾ 是单峰的。令
ℎ ∈ 𝐼  是中间参与人，于是 𝑥ℎ𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦 对于每个 𝑦 ∈ 𝑋
成立。也就是说，在多数投票下，中间参与人的峰值 𝑥ℎ 不可
能被任何其他备选方案击败。具有这种性质的任何备选方案
称为康多塞获胜者（Condorcet winner）。

因此这一结论表明，只要所有参与人的偏好关于同一个线性序
是单峰的，就存在着康多塞获胜者。这一结论也有一个直接推
论，就是康多塞悖论中的偏好关系不是单峰的，当然事实上这
也是可以直接验证的（因为 {𝑥, 𝑦, 𝑧} 的 6 种顺序都不能使得三
个人的偏好都是单峰的）。
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康多塞获胜者 可能的结果

证明 :  任取 𝑦 ∈ 𝑋 而且假设 𝑥ℎ > 𝑦（𝑦 > 𝑥ℎ 的情形的证明类
似）。我们需要证明 𝑦 不能击败 𝑥ℎ，也就是说，

#{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑥ℎ ≻𝑖 𝑦} ⩾ #{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑦 ≻𝑖 𝑥ℎ}

考虑参与人集合 𝑆 ⊂ 𝐼，这个集合的峰值大于或等于 𝑥ℎ，即，
𝑆 = {𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑥𝑖 ⩾ 𝑥ℎ}。于是 𝑥𝑖 ⩾ 𝑥ℎ > 𝑦 对于每个 𝑖 ∈ 𝑆 成立。
因此，根据 ≻ 关于 ⩾ 的单峰性可知，𝑥ℎ ≻𝑖 𝑦 对于每个 𝑖 ∈ 𝑆
成立。另一方面，由于参与人 ℎ 是个中间参与人，我们有
#𝑆 ⩾ 𝐼/2，从而

#{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑦 ≻𝑖 𝑥ℎ} ⩽ #(𝐼 \ 𝑆) ⩽ 𝐼/2 ⩽ #𝑆 ⩽ #{𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑥ℎ ≻𝑖 𝑦}

□
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上面的命题保证了偏好关系 𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼) 为非循环的，然而它
未必是传递的：

单峰偏好配对多数投票偏好不一定是传递的

我们考虑有三个备选方案 {𝑥, 𝑦, 𝑧} 的情况，参与人集合 𝐼 =
{1, 2, 3, 4}，如果四个人的偏好满足

𝑥 ≻1 𝑦 ≻1 𝑧,
𝑧 ≻2 𝑦 ≻2 𝑥,
𝑥 ≻3 𝑦 ≻3 𝑧,
𝑦 ≻4 𝑧 ≻4 𝑥

根据多数投票规则，社会认为 𝑥𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦, 𝑦 ≻ 𝑧, 𝑧𝐹(⪰1
, …, ⪰𝐼)𝑥。这就违背了传递性。
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事实上，偏好关系 𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼) 在下列这种特殊情形下是传递
的：𝐼  为奇数，且对于每个 𝑖，偏好关系 ⪰𝑖 属于集族 𝒫⩾ ⊂
ℛ⩾，其中 ⩾ 是由具有下列两个性质的偏好关系 ⪰ 组成的：
1. ⪰ 关于 ⩾ 是单峰的；
2. 对于 ⪰，不存在无差异的两个不同备选方案。

如果 𝐼  为奇数而且偏好属于 𝒫⩾，那么对于任何一对备选方案，
在多数投票规则下，一个方案总是严格好于另外一个。因此在
这种情形下，一个康多塞获胜方案总能击败任何其他备选方案。

命题

假设 𝐼  是奇数，且 ⩾ 是 𝑋 上的一个线性序。于是配对多数投
票产生了一个良好定义的社会福利泛函数 𝐹 : 𝒫𝐼

⩾ → ℛ。也就
是说，如果偏好定义域关于 ⩾ 是单峰的，而且在该定义域不
存在无差异的两个不同备选方案，那么可以断言由配对多数
投票产生的社会偏好关系 𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼) 是完备的和传递的。
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康多塞获胜者 可能的结果

证明 :  我们已经知道 𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼) 是完备的，因为任何两个备
选方案都可以通过多数投票规则进行比较，因此剩下的任务是
证明它是传递的。假设 𝑥𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑦 和 𝑦𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧。在
我们的假设条件下（回忆 𝐼  是奇数而且任何个人对于方案都不
允许无差异），𝑥 击败了 𝑦，𝑦 击败了 𝑧（奇数且非无差异投票不
可能出现平局）。考虑集合 𝑋′ = {𝑥, 𝑦, 𝑧}，如果偏好被限制在
这个集合上，那么相对于 𝑋′，偏好仍然属于 𝒫⩾，因此 𝑋′ 中
存在着一个备选方案，它不可能被 𝑋′ 中的任何其他备选方案击
败。这个备选方案不是 𝑦（因为 𝑦 被 𝑥 击败），也不是 𝑧（因为
𝑧 被 𝑦 击败）。因此，它必定是 𝑥，我们断言 𝑥𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼)𝑧，
这样就证明了传递性。 □
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康多塞获胜者 可能的结果

这样我们就结束了两个角度放松阿罗不可能定理前提从而避免
独裁社会选择函数的讨论：一方面我们可以放松社会理性的假
设，我们可以得到寡头政治、否决者等非独裁的社会决策模型；
另一方面我们可以限制偏好的定义域为单峰偏好，得到在多数
投票规则下，中间投票人的峰值是不可击败的结论，并且多数
投票在上面定理的前提下导出的社会偏好也是理性的。

除此之外，在 MWG《微观经济理论》21.D 节最后的小字部分
还讨论了备选方案落在多维空间的一些复杂情况，感兴趣的读
者可以自行阅读，在此不再赘述。
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社会选择函数 社会选择函数

在前面几节完成的任务是如何将个人偏好关系组合加总为理性
的社会偏好序。然后，这个社会偏好序可能被用作决策依据。
本节将直接考察社会决策，将社会加总问题视为分析个人偏好
组合如何转变为社会决策的问题。我们得到的主要结果再一次
地产生了独裁者结论。在某种意义上，这个结果等价于将阿罗
不可能定理翻译为选择函数的语言。它也起到了重新解释配对
独立性条件的作用，为本章内容和机制设计中基于激励的分析
提供了联系。

与以前一样，有一组备选方案 𝑋 和一组有限个参与人 𝐼。𝑋 上
的偏好关系 ⪰ 构成的集合记为 ℛ。将在 ℛ 中由满足任何两个不
同方案对于 ⪰ 都不是无差异这一性质的偏好关系组成的子集记
为 𝒫。
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社会选择函数

给定任何子集 𝒜 ⊂ ℛ𝐼，定义在 𝑋 上的一个社会选择函数
（social choice function） 𝑓 : 𝒜 → 𝑋，对每个 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈
𝒜 都指定了一个选定的元素 𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝑋。

社会选择函数的概念蕴含着一个要求：选择集是单值的，当然
某些情况下我们也允许选择集是多值的，当然单值想强调的是
要求参与人的选择不是随机的。

如果 𝑋 是有限的，定义域上的每个社会福利函数 𝐹  产生了一个
自然的社会选择函数：对于每个 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜 指定了 𝑋 中
关于社会偏好关系 𝐹(⪰1, …, ⪰𝐼) 而言的一个最受偏好的元素。
例如，如果与之前保证配对多数投票产生的社会偏好是理性的
情形一样，𝒜 ⊂ 𝒫𝐼

⩾ 是单峰偏好的定义域，𝐼  为奇数，𝐹  是定义
在 𝒜 上的配对多数投票社会福利泛函数，那么对于每个 (⪰1
, …, ⪰𝐼)，𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼) 这个选择是 𝑋 中的康多塞获胜方案。
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现在阐述和证明一个类似于阿罗不可能定理的结果。回忆阿罗
不可能定理有两个条件：社会福利泛函数必须具有帕累托性质，
而且必须是配对独立的。此处我们再次要求两个条件：首先，
社会选择函数必须再次具有（弱）帕累托性质；其次，这个函
数必须是单调的。下面的两个定义分别给出了这两个概念：

弱帕累托的

定义在 𝒜 ⊂ ℛ𝐼  上的社会选择函数 𝑓 : 𝒜 → 𝑋 是弱帕累托的
（weakly Paretian），如果对于任何偏好组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈
𝒜，𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝑋 这个选择是弱帕累托最优的，也就是
说，如果对于某对方案 {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑋 我们有 𝑥 ≻𝑖 𝑦 对于每个 𝑖
成立，那么 𝑦 ≠ 𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼)。

这个概念非常自然，就是说如果所有人都认为 𝑥 比 𝑦 好，那么
𝑦 一定不可能是最后的社会选择。
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接下来我们定义单调性，为了定义单调性，我们需要一个更基
础的概念：

位置保留

备选方案 𝑥 ∈ 𝑋 将它在组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ ℛ𝐼  中的位置
（position）保留到了 (⪰1 ′, …, ⪰𝐼 ′) ∈ ℛ𝐼，如果 𝑥 ⪰𝑖 𝑦 意味
着 𝑥 ⪰𝑖 ′𝑦 对于每个 𝑖 和每个 𝑦 ∈ 𝑋 成立。

用文字表示，𝑥 将自己在 (⪰1, …, ⪰𝐼) 中的位置保留到了 (⪰1
′, …, ⪰𝐼 ′)，如果从 ⪰𝑖 变为 ⪰𝑖 ′ 时，对每个 𝑖，劣于（或无差异
于）𝑥 的备选方案集扩大了（或不变）。也就是说，下轮廓集

𝐿(𝑥, ⪰𝑖) = {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑥 ⪰𝑖 𝑦} ⊂ 𝐿(𝑥, ⪰𝑖 ′) = {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑥 ⪰𝑖 ′𝑦}

注意，定义中的条件没有要求从 ⪰𝑖 变为 ⪰𝑖 ′ 时其它备选方案
如何改变它们相互之间的位置。
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单调性

定义在 𝒜 ⊂ ℛ𝐼  上的社会选择函数 𝑓 : 𝒜 → 𝑋 是单调的
（monotonic），如果对于任何两个组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜 和
(⪰1 ′, …, ⪰𝐼 ′) ∈ 𝒜，如果备选方案 𝑥 = 𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼) 将它在
(⪰1, …, ⪰𝐼) 中的位置保留到了 (⪰1 ′, …, ⪰𝐼 ′)，那么我们有
𝑓(⪰1 ′, …, ⪰𝐼 ′) = 𝑥。

文字表达：任何一个备选方案都不能从选择集中删除，除非某
个参与人喜欢它的程度下降了（位次向后移动），那么选择函数
单调。这很容易让我们回忆起社会福利泛函数的正反应性。

是否存在同时满足弱帕累托性和单调性的社会选择函数？答案
是肯定的，不难验证：定义在单峰偏好定义域上的配对多数投
票社会决策函数是弱帕累托的和单调的。
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但是如果定义域是全域（即 𝒜 = ℛ𝐼  或 𝒜 = 𝒫𝐼），结果又是怎
样的？在这个定义域上存在着具有这两个性质的一类社会选择
函数，它们就是我们不怎么喜欢的独裁社会选择函数。

独裁社会选择函数

参与人 ℎ ∈ 𝐼  对于社会选择函数 𝑓 : 𝒜 → 𝑋 来说是个独裁者，
如果对于每个组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜，在 𝑋 中 𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼) 对
于 ⪰ℎ 都是最受偏好的选择；也就是说，

𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ⪰ℎ 𝑦, ∀𝑦 ∈ 𝑋}

允许存在独裁者的社会选择函数称为独裁的（dictatorial）社
会选择函数。

用更通俗的语言描述，即在任何偏好组合下，社会选择的都是
独裁者 ℎ 最偏好的结果。
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显然一个独裁的社会选择函数是弱帕累托的和单调的。遗憾的
是，在全域定义域（即 𝒜 = ℛ𝐼  或 𝒜 = 𝒫𝐼）中，最好的结果就
是独裁的社会选择函数。

阿罗不可能定理在社会选择函数下的推论

假设备选方案的数量至少有三个，可行偏好组合的定义域为
𝒜 = ℛ𝐼  或 𝒜 = 𝒫𝐼。那么每个弱帕累托的和单调的社会选择
函数 𝑓 : 𝒜 → 𝑋 是独裁的。

这个结果的证明可以作为阿罗不可能定理的一个推论：我们要
推导出一个社会福利泛函数 𝐹，它能将 𝑓(⪰1, …, ⪰𝐼) 对于每个
组合 (⪰1, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒜 理性化。然后证明 𝐹  满足阿罗不可能定
理的假设条件，从而得到了独裁关系结论。具体证明读者可以
参考 MWG 21.E 节。
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最后我们讨论下列推论，它表明上面的定理和诚实显示偏好的
激励问题相关，我们将在机制设计中详细分析后面这个问题：

推论

假设备选方案至少有三个，𝑓 : 𝒫𝐼 → 𝑋 是个社会选择函数，
它具有弱帕累托性质且满足下列无谎报的激励（no-
incentive-to-misrepresent）条件：

𝑓(⪰1, …, ⪰ℎ−1, ⪰ℎ, ⪰ℎ+1, …, ⪰𝐼) ⪰ℎ

𝑓(⪰1, …, ⪰ℎ−1, ⪰ℎ ′, ⪰ℎ+1, …, ⪰𝐼)

对于每个参与人 ℎ、每个 ⪰ℎ ′ ∈ 𝒫 和每个偏好组合 (⪰1
, …, ⪰𝐼) ∈ 𝒫𝐼  成立。那么 𝑓  是独裁的。
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根据前面的定理可知，只需证明 𝑓  是单调的。假设它不是单调
的，不失一般性，假设对于某个参与人 ℎ，存在参与人 𝑖 ≠ ℎ 的
偏好 ⪰𝑖∈ 𝒫 以及参与人 ℎ 的偏好 ⪰ℎ ″, ⪰ℎ ‴ ∈ 𝒫，使得

𝑥 = 𝑓(⪰1, …, ⪰ℎ−1, ⪰ℎ ″, ⪰ℎ+1, …, ⪰𝐼)

𝑦 = 𝑓(⪰1, …, ⪰ℎ−1, ⪰ℎ ‴, ⪰ℎ+1, …, ⪰𝐼)

并且我们有 𝑥 ⪰ℎ ″𝑧 意味着 𝑥 ⪰ℎ ‴𝑧 对于每个 𝑧 ∈ 𝑋 成立，但
𝑦 ≠ 𝑥（也就是说 𝑥 的位置保留了，但选择发生了变化）。那么
我们有两种可能性：要么 𝑦 ≻ℎ ″𝑥，要么 𝑥 ⪰ℎ ″𝑦。

1. 𝑦 ≻ℎ ″𝑥：无谎报的激励条件不成立，考虑如下情况：真实偏
好关系为 ⪰ℎ=⪰ℎ ″，谎报偏好关系为 ⪰ℎ ′ =⪰ℎ ‴；

2. 𝑥 ⪰ℎ ″𝑦：那么 𝑥 ⪰ℎ ‴𝑦。由于不存在两个无差异的不同方
案，所以 𝑥 ≻ℎ ‴𝑦。这表明无谎报的激励条件不成立：考虑
真实偏好关系为 ⪰ℎ=⪰ℎ ‴，谎报偏好关系为 ⪰ℎ ′ =⪰ℎ ″。
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事实上这里的证明和结论能让我们想起迈尔森引理（见机制设
计的最优机制一节）中诚实报价与单调性之间的关系。事实上，
只要不满足单调性，我们总能找到一些反例使得不诚实报价可
以获得更好的结果。
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