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物品的分配

在上一节课中，我们分别站在卖家与买家的角度讨论了一二价拍卖的收
益与均衡策略，并得出了收益等价原理，在满足以下条件下：
给定竞拍者的估价是独立同分布
竞拍者是风险中性的
估价实现值 x 为 0 的竞拍者期望支付为 0

任何标准拍卖的对称递增均衡会导致相等的期望收入。

但现实情况下未必有这么多条件可以满足，我们希望放松这个条件，研
究更加一般情况下的物品分配方式（这里是单物品），并且研究这些机
制能否具有某些优秀的性质：
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物品的分配

（站在卖家角度）是否最大化卖家收益？
（站在社会角度）是否最大化社会福利？
是否满足个人理性？
是否是激励相同 (IC) 的, 特别是占优策略激励相容 (DISC) 的？
是否有效率，预算是否平衡，可实现性强不强......

具体的拍卖形式多种多样，但我们可以抽象成三个部分：买家根据自身
情况报价，机制决定每个买家获得物品的概率，机制决定每个买家的期
望支付。下一页会给出具体定义：
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单物品模型建立

N = {1, 2, 3...N}:N 个潜在买家的集合。
卖家对物品的估值为 0。
物品对买家有私有价值，且价值是独立的。
Xi: 买家 i 对物品的估值，Xi ∈ [0, ωi], 分布函数为 Fi, 密度函数为 fi
X = ×N

j=1Xj: 所有买家估价的积。
f(x):(x1, x2, ...xN) 的联合密度函数，因为每个人的估价满足独立，所以
f(x) = f1(x1)× f2(x2)× f3(x3)× ...× fN(xN), 定义 f−i(x−i) 为
x−i = (x1, x2, x3...xN) 的联合密度函数。

在以上的前提下，出售机制可以被归纳为一个三元组 (B, π, µ)
π : B → ∆ 其中 ∆ 是概率分布集合
µ : B → RN
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单物品模型建立——一个例子

为了方便理解这一三元组，这里我们以一价拍卖举一个例子：

我们假设一价拍卖的报价的集合为 B, 那么它对应的配置规则和支付规
则分别为：

bi > maxj̸=ibj 时，πi(b) = 1; 当 bi < maxj ̸=ibj 时，πi(b) = 0

bi > maxj̸=ibj 时，µi(b) = b; 当 bi < maxj̸=ibj 时，µi(b) = 0

上一次我们已经定义了均衡策略 β, 这里进行进一步阐明：对所有的 i
和 xi，给定其他买家策略 β−i,βi(xi) 最大化 i 的期望收益，那么我们就
说策略 βi 构成一个均衡。
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直接机制

定义
直接机制是指参与人直接声明自己的类型的机制。

比如说，在拍卖当中，每个人估值就是每个人的“类型”，而在前面的拍
卖中，每个人都通过报价 bi = βi(xi) 参与拍卖，那么在直接机制
中,Bi = Xi, 即从报告“报价”变为直接报告估价。

下面我们就可以正式地给出直接机制的描述了：直接机制 (Q,M) 由一
对函数 Q : X → ∆ 和 M : X → RN, 如果每个买方都显示他/她的真实
估价是一个均衡，我们就说该机制有真实均衡 (truthful equilibrium)。

配对 (Q(x),M(x)) 表示机制在 x 处的结果。
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显示原理

定义
给定一个机制和该机制的均衡，必定存在这样一种机制：
（1）每个买方真实地报告他报告他或她的估价是一个均衡；
（2）该机制的均衡与原始机制给定的均衡有相同的效果。

还有一种表示方式：任何贝叶斯博弈的任何贝叶斯纳什均衡，都可以重
新表示为一个经过适当设计的说真话的直接机制。
可以这样理解，这里以拍卖为例：假设 β∗ = (β∗1 , β

∗
2 , ...β

∗
n), 是原机制下

的一个均衡，这意味对于每个 i 来说，β∗i 都是 (β∗1 , ...β
∗
i−1, β

∗
i+1, ..., β

∗
n)

的最优反应。我们假设 (β∗1(x1), β∗
2(x2)...β∗

n(xn)) 构成了原先的贝叶斯纳
什均衡, 如果我的机制能够直接将竞拍者的报价 (x1, x2...xn) 按照
β∗ = (β∗1 , β

∗
2 , ...β

∗
n) 转化为 (β∗1(x′1), β∗

2(x′2)...β∗
n(x′n)), 这意味着竞拍者报

价自己的价值即可达到均衡，反之则是偏移了这个均衡。
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显示原理

看下面可以更容易理解：

图 1: 也可以从复合函数的角度理解
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贝叶斯激励相容

前面我们说明了在特定的直接机制机制下可以让竞拍者诚实报价，并达
到原来的均衡。现在我们期望能够构造出这种均衡，并研究其中某些性
质。我们将首先从较弱的均衡——贝叶斯纳什均衡（BIC）开始分析，
然后给出较强的占优策略纳什均衡（DSIC）结果，这本质上是一致的。

我们直接从直接机制 (Q,M) 开始分析，其中 Q : X → ∆，
M : X → RN。由于对 i 来说，他知道自己估价实现值 xi, 但是不知道别
人的估价，而是只有一个分布信念（实际上处在就是不完全信息静态博
弈的事中阶段），所以可以写出第 i 个人的概率为：

qi(zi) =

∫
X−i

Qi(zi, x−i)f−i(x−i)dx−i

同样的，他的期望支付为：

mi(zi) =

∫
X−i

Mi(zi, x−i)f−i(x−i)dx−i
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贝叶斯激励相容

显然，期望收益为：
Ui(zi) = qi(zi)xi − mi(zi)

激励相容
在拍卖中，如果每个竞拍者 i 如实报告自己的估价 xi 是博弈的均衡，则
称这一机制是激励相容的。

换句话说，如果一个人 i 他具有估价 xi, 但选择报“估价”zi, 则其收益
为：

Ui(xi, zi) = qi(zi)xi − mi(zi)

激励相容就要求：

Ui(xi) = qi(xi)xi − mi(xi) ≥ qi(zi)xi − mi(zi) = Ui(xi, zi)
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贝叶斯激励相容

换句话说，激励相容的要求也可以被表示为

Ui(xi) = max
zi∈Xi

{qi(zi)xi − mi(zi)}

这是什么意思呢？意味着竞拍者 i 实际上是希望选择自己可选范围内的
所有报价来使自己的收益最大化，每选定一个 zi, 就对应一条关于 xi 的
仿射函数，而 Ui(xi) 就是由这一簇仿射函数的逐点上确界构成，这正说
明 Ui 是一个下凸函数 (convex)：

参考链接

这个性质非常重要。
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贝叶斯激励相容

由于有贝叶斯激励相容，我们同样有

Ui(zi) ≥ qi(xi)zi − mi(xi)

= qi(xi)xi − mi(xi) + qi(xi)(zi − xi)

= Ui(xi) + qi(xi)(zi − xi)

考虑 t>0, 我们可以令 zi = xi + t 或 zi = xi − t, 考察 Ui 在 xi 附近的导
数情况：

Ui(xi + t) ≥ Ui(xi) + qi(xi)t

qi(xi) ≤
Ui(xi + t)− Ui(xi)

t

qi(xi) ≤
Ui(xi − t)− Ui(xi)

−t
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贝叶斯激励相容

当 t → 0 时，如果在该点可导，即左右导数相等

U′
i(xi) = qi(xi)

如果左右导数不等，那么 qi(xi) 是 Ui 在 xi 处支撑线的斜率。

前面已经证明 Ui 是一个下凸 (convex) 函数，所以它几乎处处可导（不
可导的点的测度为 0），且有性质 qi 单调不减，所以它可以大致画出来：

图 2: 激励相容的含义
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贝叶斯激励相容

可以把 Ui(xi) 写成定积分的形式：

Ui(xi) = Ui(0) +

∫ xi

0
qi(ti)dti

Ui(0) 是什么呢？其实就是 qi(0) · 0− mi(0), 即 −mi(0)。这样我们就可
以总结出一个规律，那就是假定两个激励相容机制 (Q,M) 和 (Q, M̄), 他
们仅仅是支付规则不同，那么他们的收益函数形状是完全一致的 (毕竟
影响形状的部分只有 q)，唯一不同的是它们在纵轴上的截距，其差值
Ūi − Ui 是一个常量。

图 3: 支付规则仅仅影响截距
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贝叶斯激励相容

前面我们是从贝叶斯激励相容出发，推出了 qi 是单调不减的。同时我们
还可以得到另一个性质：

收入等价
如果直接机制 (Q,M) 是激励相容的，那么对所有的 i 和 x, 期望支付为

mi(xi) = mi(0) + qi(xi)xi −
∫ xi

0
qi(ti)dti

证明非常简单，前面已经有定义：

Ui(xi) = Ui(0) +

∫ xi

0
qi(ti)dti

且 Ui(xi) 定义本身为

Ui(xi) ≡ qi(xi)xi − mi(xi)
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贝叶斯激励相容

所以有 Ui(0) = −mi(0), 我们把 Ui(xi) 代到左边，有

qi(xi)xi − mi(xi) = −mi(0) +

∫ xi

0
qi(ti)dti

移项之后即可得到：

mi(xi) = mi(0) + qi(xi)xi −
∫ xi

0
qi(ti)dti
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贝叶斯激励相容

现在我们看是否能从结论直接推出激励相容，同样假设 i 估价为 xi, 报
价为 zi, 显然

Ui(xi, zi) = qi(zi)xi − mi(zi)

= qi(zi)xi − mi(0)− qi(zi)zi +

∫ zi

0
qi(ti)dti

同理，

Ui(xi, xi) = −mi(0) +

∫ xi

0
qi(ti)dti

谎报带来的收益为：

Ui(xi, zi)− Ui(xi, xi) = qi(xi)(zi − xi)−
∫ zi

xi

qi(ti)dti

当 qi 非递减时，我们可以直接由积分中值定理得到等式小于等于 0，于
是我们也说明了激励相容。至此，当且仅当都说明完毕。
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占优策略激励相容

事实上前面我们已经证明了贝叶斯纳什均衡下的激励相容，现在我们让
条件再强一点，即竞拍者的诚实报价是占优策略的情况。

占优策略激励相容
一个机制是占优策略激励相容的，当且仅当分配规则和支付规则（Q,M）
满足：

qi 单调不减。
对所有 i 和 xi:

mi(xi) = mi(0) + qi(xi)xi −
∫ xi

0
qi(ti)dti

实际上与上面的表达式完全一致。唯一的区别就是在不完全信息的情况
下，mi(xi) 要对其他人的报价进行考虑，所以写成一个联合密度函数积
分的形式，而在若有占优策略，那么就不用考虑他人策略，就可以直接
表示成 mi(xi)。
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最优机制

现在考虑卖家是机制设计者，显然他追求最高的期望收益。换句话说，
追求最大化买家的期望支付之和。我们依然研究的是直接机制。

最优机制
最大化期望收入且满足激励相容和个人理性约束的机制。

个人理性 (IR)：mi(0) ≤ 0。估价为 0 的人不应该有正的支付。一般来
说，不参与拍卖的收益为 0，但参与拍卖甚至会导致吃亏显然是不可思
议的，所以这就是个人理性的约束。
机制的设计是在事前发生的，卖家只对每个人的价值的分布有一个信念，
其联合密度函数为 fi(xi), 卖方期望收入表示为：

E[R] =
∑
i∈N

E[mi(Xi)]

阳先毅 (ZJU) 拍卖理论 2025 年 3 月 14 日 22 / 46



最优机制

下面我们对其中一个买家 i 进行考虑，他的期望支付为

E[mi(Xi)] =

∫ ωi

0
mi(xi)fi(xi)dxi

在激励相容下 mi(xi) 我们是知道的，可以展开：

E[mi(Xi)] =

∫ ωi

0
[mi(0) + qi(xi)xi −

∫ xi

0
qi(ti)dti]fi(xi)dxi

= mi(0) +

∫ ωi

0
qi(xi)xifi(xi)dxi −

∫ ωi

0

∫ xi

0
qi(ti)fi(xi)dtidxi

第三项的 fi(xi) 是好积的，我们交换积分顺序，有∫ ωi

0

∫ xi

0
qi(ti)fi(xi)dtidxi =

∫ ωi

0

∫ ωi

ti

qi(ti)fi(xi)dxidti

=

∫ ωi

0
(1− Fi(ti))qi(ti)dti
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最优机制

注意到积分区间相同，我们可以被积符号为 xi, 带入到期望支付中，有：

E[mi(Xi)] = mi(0) +

∫ ωi

0

(
xi −

1− Fi(xi)

fi(xi)

)
qi(xi)fi(xi)dxi

= mi(0) +

∫ ωi

0

(∫
X−i

Qi(xi, x−i)f−i(x−i)dx−i

)(
xi −

1− Fi(xi)

fi(xi)

)
fi(xi)dxi

= mi(0) +

∫
X

(
xi −

1− Fi(xi)

fi(xi)

)
Qi(x)f(x)dx

我们想做的是最大化所有人的期望支付和，即∑
i∈N

mi(0) +
∑
i∈N

∫
X

(
xi −

1− Fi(xi)

fi(xi)

)
Qi(x)f(x)dx

为了满足 IC,IR, 我们还需要限制 qi 非递减以及 mi(0) ≤ 0
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最优机制

上面的表示比较繁琐，为了简化，我们可以令

ψi(xi) ≡ xi −
1− Fi(xi)

fi(xi)

实际上 ψi(xi) 就是虚拟估价，非常容易证明 E[ψi(Xi)] = 0, 联系前面我
们提到过的风险率，这里有 ψi(xi) = xi − 1

λi(xi)
。ψi(xi) 也有深刻的含义，

比如说可以表示“每增加一单位售出概率所带来的对卖家的边际收益”，
但是我们这里不做展开。另外，为了讨论方便，我们进行一点简化：假
设这个机制设计问题是常规的，即 ψ 对任意买家都是递增的。显然，一
个充分条件是风险率 λi(xi) 随 xi 递增。
于是我们的目标变成了简写为最大化：

∑
i∈N

mi(0) +

∫
X

(∑
i∈N

ψi(xi)Qi(x)
)

f(x)dx
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最优机制

∑
i∈N

mi(0) +

∫
X

(∑
i∈N

ψi(xi)Qi(x)
)

f(x)dx

显然，我们应该考虑
∑

i∈N
ψi(xi)Qi(x) 这一项，它实际上就是虚拟价值的

加权平均。一种非常直接的想法就是，我直接把这个物品分配给虚拟价
值最高的人，前面说了，虚拟价值期望为 0，为了保证这一项为正，我
们还需要限制最高的虚拟价值大于 0 时才进行售卖。有

Qi(x) ≥ 0 ⇔ ψi(xi) = max
i∈N

ψj(xj) ≥ 0

对于支付规则来说，我们希望同样希望最大化支付，但注意到要满足个
人理性，所以可以对激励相容条件下的支付规则稍稍改造，即有：

Mi(x) = Qi(x)xi −
∫ xi

0
Qi(zi, x−i)dzi
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最优机制

现在我们就可以来验证其满足的特殊性质：
我们首先考察激励相容：注意到前面对 Qi(x) > 0 的等价条件以及正规
性约束。给定其他买家的报价 x−i, 如果报价 zi < xi，对应的虚拟价值
ψi(zi) < ψi(xi)(正规性条件)，由于分配规则将物品分配给虚拟价值最高
的人，所以我们有 Q(zi, x−i) ≤ Q(xi, x−i), 现在回到直接机制定义：

qi(zi) =

∫
X−i

Qi(zi, x−i)f−i(x−i)dx−i

我们显然有 qi(zi) ≤ qi(xi)，这就满足激励相容。
另外如果第 i 个人的估价为 0，显然 Mi(0, x−i) 为 0，这样也保证了个人
理性。
最大化期望收入时，实际上就是希望把权重完全分配给虚拟价值最高的
人，所以有期望收益最大值为：

E[max{ψ1(X1), ψ2(X2)...ψN(XN), 0}]

由于收益表达中两项都已经最大化，所以我们已经最大化了卖家期望收
益。

阳先毅 (ZJU) 拍卖理论 2025 年 3 月 14 日 27 / 46



最优机制

我们定义买家 i 赢得物品的最小价值：
yi(x−i) = inf{zi : ψi(xi) ≥ 0且∀j ̸= i, ψi(zi) ≥ ψj(xj)}

分配规则可以简洁的表达为：

Qi(zi, x−i) =

{
1 if zi > yi(x−i)

0 if zi < yi(x−i)

图 4: 分配规则
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最优机制

看上图，有∫ xi

0
Qi(zi, x−i)dzi =

{
xi − yi(x−i) if xi > yi(x−i)

0 if xi < yi(x−i)

支付规则可以简写为：

Mi(x) =
{

yi(x−i) if Qi(x) = 1

0 if Qi(x) = 0
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最优机制

注意到我们最大化第二项的是有要求虚拟价值大于 0 才，出售，这实际
上就设置了一个保留价格，如下：

图 5: 一个两个人的例子

在这种情况下，r∗1 = ψ−1
1 (0), r∗2 = ψ−1

2 (0) 物品将会分配给第一个人，其
支付的价格为 y1。
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最优机制——对称情况

对称情况
假设机制设计是常规且对称的，带保留价格 ψ−1(0) 的第二价格拍卖为
最优机制。

我们只需要验证分配规则和支付规则也满足即可, 实际上就是解读出
yi(x−i)

yi(x−i) = inf{zi : ψi(zi) ≥ 0 and ∀j ̸= i, ψi(zi) ≥ ψj(zj)}
= inf{zi : ψ(zi) ≥ 0 and ∀j ̸= i, ψ(zi) ≥ ψ(zj)}
= inf{zi : zi ≥ ψ−1(0) and ∀j ̸= i, zi ≥ zj}
= max{ψ−1(0),max

j̸=i
xj}

只需要带回到分配规则和支付规则中就可以说明了。
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一点补充

最优机制是无效率的，这源于两个方面：
设置了保留价格，可能卖不掉。
在不对称的情况下，虚拟价格高并不意味着估价就高。
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首先看从 wyy 的书中截取的一个例子：

图 6: 物品分配的动态规划
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相关定义

当然我们这里说的是单物品拍卖，所以只有 1 个物品，对应的，配置规
则 Q 表示的也不是某个物品是否分给谁，而是每个人获得这个物品的
概率。同时，我们拓宽买家对物品估价的范围，现在是
Xi = [αi, ωi] ⊂ R。这里的 αi 可以是负数，表示 i 厌恶这个物品。

我们现在就可以定义出单物品拍卖的有效率规则：我们称 Q∗ : X → ·
是有效率的，当他最大化社会福利时，有

Q∗(x) ∈ arg max
Q∈∆

∑
j∈N

Qjxj

给定一个有效率的机制，社会福利最大值为：

W(x) ≡
∑
j∈N

Q∗
j (x)xj
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引入

于是在机制 Q∗ 下，剩余所有人的福利之和为：

W−i(x) ≡
∑
j̸=i

Q∗
j (x)xj

** 简单来说，实际上就是如果 xi > maxj̸=ixj, 那么 Q∗
i = 1,Q∗

j = 0

VCG 机制支付规则
VCG 机制 (Q∗,MV) 是有效率的机制，它的支付规则 MV : X → RN

MV
I (x) = W(αi, x−i)− W−i(x)
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VCG 机制

为了更好地理解这个规则，下面举一个例

例
当 αi = 0 时，VCG 与第二价格拍卖相同：

MV
i (x) = W(0, x−i)− W−i(x)

= Q∗
i (0, x−i) · 0 +

∑
j̸=i

Q∗
j (0, x−i)xj −

∑
j̸=i

Q∗
j (x)xj

= 0 + maxj̸=ixj −

{
0 if xi > maxj ̸=ixj

maxj̸=ixj if xi < maxj̸=ixj
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VCG 机制的性质——占优激励相容

VCG 机制有很多优良的性质，包括 DSIC,IR, 有效率, 且是满足以上三个
要求的机制中收入最高的，下面来一一证明：为证 DSIC，我们同样假设

估价为 xi 的买家发生了一个偏移，报价为 zi, 其他买家报价为 x−i, 那么
他的收益为：

UV
i (xi, zi) = Q∗

i (zi, x−i)xi − MV
i (zi, x−i)

= Q∗
i (zi, x−i)xi − W(αi, x−i) + W−i(zi, x−i)

= Q∗
i (zi, x−i)xi − W(αi, x−i) +

∑
j̸=i

Q∗
j (zi, x−i)xj

=
∑
j∈N

Q∗
j (zi, x−i)xj − W(αi, x−i)

UV
i (xi, xi) =

∑
j∈N

Q∗
j (xi, x−i)xj − W(αi, x−i)
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VCG 机制的性质——占优激励相容

UV
i (xi, xi)− UV

i (xi, zi) =
∑
j∈N

Q∗
j (xi, x−i)xj −

∑
j∈N

Q∗
j (zi, x−i)xj

显然，Q∗
j (xi, x−i) 已经是最大化 j ∈ N 这些人福利的最优分配方式了，

必然不小于后者，所以就证明了激励相容。

下面我们来证明它也满足个人理性。首先，

UV
i (xi, xi) =

∑
j∈N

Q∗
j (xi, x−i)xj − W(αi, x−i)

= W(x)− W(αi, x−i)

我们可以得到对于买家 i，期望收益为：

UV
i (xi) = E[W(xi, x−i)− W(αi, x−i)]

阳先毅 (ZJU) 拍卖理论 2025 年 3 月 14 日 39 / 46



VCG 机制的性质——个人理性、最大化期望支付

前面的激励相容说明了 UV
i (xi) 是一个单调递增函数，而当报价 αi 时，

期望收益为 0，这就说明了 VCG 机制是个人理性的。

下面要说明 VCG 机制是满足个人理性、DSIC、有效率的基础上的最大
化期望支付的机制：
我们假设存在另一个机制 (Q′,M), 满足前三个条件。由于满足激励相容，
我们知道 U′

i(xi)− UV
i (xi) 是一个常数，记为 c。无非有两种情况，一种

是 c < 0, 对于这种情况由于有 UV
i (αi) = 0, 这样 U′

i(xi) < 0, 这就与个
人理性矛盾了。另一种是 c ≥ 0, 我们注意到有效率的机制分配规则是一
样的，所以 Q′ ≡ Q∗, 不同的在于支付规则。而期望收益实际上是
pi(win)xi − payment 买家的期望收益大了，意味着期望支付少了，这样
就证完了。
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VCG 机制的缺点

VCG 机制主要有两个缺点：
预算不平衡，也就是说参与者净支出之和不为 0，这取决于买家的
估价。倘若某个物品所有人都非常讨厌，但为了“有效率”，将它分
配给最不讨厌的人，这样参与者会被支付。
多物品时过于复杂，难以计算。单物品是简单的，但倘若有 n 个人
分 m 个物品，则分配情况就有 nm 种，难以计算。

接下来就讨论一个预算平衡的机制。
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AGV 机制

定义
我们说一个机制是预算平衡的，就是说对于所有的 x，有∑

i∈N
Mi(x) = 0

这里直接给出这一预算平衡机制（AGV）机制 (Q∗,MA) 的定义式：

MA
i (x) =

1

N − 1

∑
j ̸=i

Ex−j [W−j(xj,X−j)]− Ex−i [W−i(xi,X−i)]

这个表达式感觉应该是故意构造出来的，由于分配规则采用 Q∗, 已经满
足了有效，现在我们说明它是预算平衡的。
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AGV 机制

∑
i∈N

MA
i (x) =

1

N − 1

∑
i∈N

∑
j̸=i

Ex−j [W−j(xj,X−j)]−
∑
i∈N

Ex−i [W−i(xi,X−i)]

=
1

N − 1
(N − 1)

∑
i∈N

Ex−j [W−j(xj,X−j)]−
∑
i∈N

Ex−i [W−i(xi,X−i)]

= 0

图 7: 一个图
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AGV 机制

AGV 机制同时也是激励相容的。
我们这里讲普通的贝叶斯激励相容，所以假设其他人真实地报告估价
x−i。但 i 拥有 xi 的估价却报价 zi，那么他的收益为：

UA
i (xi, zi) = Ex−i [Q

∗
i (zi,X−i)xi − MA

i (zi,X−i)]

= Ex−i [Q
∗
i (zi,X−i)xi + W−i(zi,X−i)]− Ex−i

 1

N − 1

∑
j ̸=i

Ex−i [W−j(Xj,X−j)]


其中第二部分与报价无关，第一部分的

Q∗
i (zi,X−i)xi + W−i(zi,X−i) = Q∗

i (zi,X−i)xi +
∑
j̸=i

Q∗
j (zi,X−i)xj

=
∑
j∈N

Q∗
j (zi,X−i)xj

前面说过在 zi = xi 处取得最大值，所以证明了激励相容。
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AGV 机制的缺点
AGV 机制满足有效、个人理性、预算平衡，但它却不一定满足个人理性
约束，下面有一个简单的例子。

例
考虑 n 个人参与到一场单物品拍卖中，其中第 i 的人估价 X ∈ [0, ω], 剩
余 n-1 个人估价 Xj = 0(j ̸= i)。我们考虑 i 的期望支付 (当实现值 xi = 0
时)

Ex−i [
1

N − 1

∑
j̸=i

Ex−j [W−j(xj,X−j)]− Ex−i [W−i(xi,X−i)]]

显然 W−i(xi,X−i) 为零，W−j(xj,X−j) 就是 Xi，所以实际上可以化简为：

1

n − 1

∑
j ̸=i

E[Xi]

期望支付可能为正，这样就不满足个人理性。
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AGV 与 VCG 的融合

AGV 机制与 VCG 机制都满足预算平衡、有效率、激励相容、个人理性
这四个优点的其中三个。是否有一种机制能够同时满足这四点呢？

命题
当且仅当 VCG 机制导致期望剩余时，存在一个预算平衡机制，它同时
满足有效率、激励相容和个人理性。

这里不做具体推导，仅简略讲讲构造思路：事实上我们需要将 AGV 和
VCG 结合起来，显然依然要遵守 Q∗, 只能在 M 上做一下文章，这个
“文章”实际上就是为了协调预算平衡和个人理性。当 VCG 机制有期望
剩余时，它就相对 AGV 多出了正的期望收入，我们需要多出来的部分
合理地在 M 中扣除，同时不破坏个人理性。
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