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自动投标——概念

自动投标的动机在于提升投放效果并简化使用流程。其核心思想是：平
台不再要求广告主为每个关键词精细出价，而是让广告主提供更高层次
的目标和约束。自动投标代理便据此在实际投放时，将这些目标和约束
转换成对各个查询的实时出价，基于对每一次潜在广告展示的效能预测。

常见的约束有：
TCPA: 单次转化（这里以点击为例）的代价不超过点击收益的某个
比值的条件下，最大化点击数。
Budget Optimization: 在给定的预算内最大化点击次数。
CPC：在单词点击的代价不超过某个值的前提下最大化点击次数。
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自动投标——基本设定

集合设置：
I：不同查询（或者印象）集合。
A：竞拍者（广告商）集合。
S：槽位（slot）集合。
C: 约束集合。

参数设置：
i:i ∈ I 即某个特定查询。
s:s ∈ S 即槽位中的某个特定位置。
c:c ∈ C 即某个约束条件。
ctra

is: 广告商 a 的广告在第 i 个查询的第 s 个广告位的点击率。
va

i : 单次点击价值。
xa

is: 该位置是否被分配给广告商 a。
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自动投标——目标函数

目标：最大化
∑

i,s xisctrisvi 。

显然我们可以把约束写得能够表达尽可能多的情况，于是可以表示为下
面的整数规划问题：

maximize
∑
i,s

xisctrisvi

subject to ∀c,
∑
i,s

xisctriscpcis ≤ Bc +
∑
i,s

xisctrisvic

∀i,
∑

s
xis ≤ 1

∀i, s, xis ∈ {0, 1}
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自动投标

前面的约束形式可以匹配哪些情况呢：

预算优化（Budget Optimization）：仅有一个约束 c，且 ∀i, vic = 0,
而 Bc 就是 BudgetB。因此约束简化为

∑
i,s xis ctris cpcis ≤ B. 可以

令 ∀i, vi = 1，此时目标即最大化点击次数。
TCPA）：目标是在平均转化成本不超过给定阈值 T 的前提下，最
大化转化次数。这里 Bc 为 0 ∀i, vic = T · vi 此时该约束可写为∑

i,s xis ctris cpcis∑
i,s xis ctris vi

≤ T

TCPA 和 TCPC：其实就是和前面一样的，比如 Bc = 0, 只不过这
里还需要新增加 vic = M,M 即设定的 CPC 上限。

阳先毅 (ZJU) 拍卖理论 2025 年 5 月 3 日 6 / 28



自动出价公式

前面的整数规划问题，难以求解，我们可以将其“松弛”为线性，并且
可以用对偶问题求解：

其中 αc 是第一条约束的对偶变量，δi 是第二条约束的对偶变量。前者
直观理解为放松 1 单位预算能带来的收益，后者直观理解为查询 i 的边
际价值。
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自动出价公式

我们记

∆is = ctrisvi −
∑

c
αcctris(cpcis − vic)

=
∑

c
αcctris(

vi +
∑

c αcvic∑
c αc

− cpcis)

这样对偶约束改写为 ∀i, s δi ≥ ∆is。假设 {xis}, {αc} 是原问题和对偶问
题的最优解，于是我们就可以引出下面的 5 条性质：
1. δi = max(0,maxs(∆is))。
显然，对偶目标是最小化 δi, 所以我们需要使 δi 满足最大的约束即可，
否则就还存在优化空间，所以有 δi = max(0,maxs(∆is))。
2. 如果 δi > 0 且存在唯一的 s 使得 δi = ∆is，那么 xis = 1。
由 1 知，δi > 0 时必有 δi = maxs(∆is), 如果仅针对 1 个 s 成立，由互
补松弛定理知：xis > 0，对其他槽位而言 xis = 0。又有

∑
s xis = 1，自

然对那个槽位 s 有 xis = 1。
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自动出价公式

3. 如果 δi = 0 且对所有 s， vi+
∑

c αcvic∑
c αc

< cpcis, 则 xis = 0 显然此时
δi = 0 ∆is < 0, 所以 δi > ∆is, 又由互补松弛定理 xis = 0

4. 最多有 |C| 个 i 满足 s ̸= s′ 使 ∆is = ∆is′ = δi。
这是因为每个满足上面条件 ∆is = ∆is′ 可以引出一条关于 αc 的线性方
程，由于约束有 |C| 条，对偶变量有 |C| 个，构成的 α− 空间最多能容
纳 |C| 个线性无关方程，所以 i 最多就为 |C|。

5. 最多有 |C| 个 i 满足 δi = 0 且存在 vi+
∑

c αcvic∑
c αc

= cpcis 。
显然此时 ∆is = 0,ctrisvi −

∑
c αcctris(cpcis − vic) = 0 同样是关于 αc 的

线性方程组，而独立的方程最多有 |C| 条，所以此类 i 的数目也不能超
过 |C|。
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自动出价公式-得出
这里给出一个报价策略：

b(i) = vi +
∑

c αcvic∑
c αc

我们可以这样的直观理解它：在诚实条件下，该价格可以使广告商得到
相同的槽位 (slot)。
在诚实的拍卖中，竞拍者上报 bi 之后，会被分配到最大化其期望利润的
槽位 (slot), 即最大化 ctris(bi − cpcis), 而不诚实的拍卖则可能使买家被
分配到其他槽位。
于是我们便可以理解为什么选择报那样的 b(i): 在 LP 中，我们分配到槽
位 s∗, 即 xis∗ = 1，对应的对偶问题约束应该是紧的，即我们会被：

max
s

∑
c

αcctris(
vi +

∑
c αcvic∑

c αc
− cpcis)

bound, 如果恰好报价里面的被减这一项，则 LP 的最优解就与诚实拍卖
的目标一致了。
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自动出价公式-得出 (续)

定理一
如果拍卖是诚实的，那么出价策略 b(i) 所得到的解，其总价值至少为最
优值 OPT 减去 2|C| 个展示的价值，并且每个约束最多会在 2|C| 个展
示被违反。

前面说明了报价 b(i) = vi+
∑

c αcvic∑
c αc

可以达到线性规划中的最优解，但在
诚实拍卖中有以下问题：

广告商不可能获得了 1/5 槽位 1,4/5 槽位 2。
对于某些利润为 0 的槽位，不会被分配出去。

以上两者正式线性规划与实际诚实拍卖当中的差异。
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自动出价公式-得出 (续)

value of bidding strategy ≥
∑

δ>0,unique s with δi=∆is

ctrisvi

=
∑

δ>0,unique s with δi=∆is

xisctrisvi

=
∑
i,s

xisctrisvi −
∑

δ=0 or ∆is=∆is′

xisctrisvi

≥
∑
i,s

xisctrisvi − 2|C|maxisctrisvi

= OPT − 2|C|maxisctrisvi

我们减去的 2|C| 的 impression 价值是怎么来的呢？对于第一个 |C| , 考虑到
∆is = ∆is′ 的情况，在原始线性规划中可能会使 0 < xis < 1, 0 < xis′ < 1, 但实
际中只能分配一个，而这种情况最多有 |C| 个，所以得到损失上界
|C|maxisctrisvi。另一部分是 δi = 0 且 ∆is = 0 的情况，在线性规划中可能被获
取，但在拍卖中由于价值为 0 不会被分配到，所以损失上界为 |C|maxisctrisvi。
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投标算法

这部分作者用了 MWU 来解决线性规划的问题，如下所示：

Ax ≥ b, x ∈ P

我们假设存在一个预言机 oracle,：对于任意给定的向量 c 和标量 d，该
预言机能判断是否存在 x ∈ P, 使得 cTx ≥ d。MWU 算法在每一步维护
一个与 A 行数相同的权重向量 w，并根据上一步解对各约束的违反程度
乘法性地更新它。每一步再用新的权重向量提出检查 wTAx ≥ wTb

令 V 为 OPT 的上界，令 Vc 为 |Bc +
∑

i,s xisctris(vic − cpciks)| 的上界，
有以下结果：

理论 2
若迭代步数 T ≥ O( 1

δ3
), 则算法收敛到一个解，满足：

value ≥ OPT − δV。
对于每条约束都有

∑
i,s xisctris(vic − cpcis) ≤ Bc + δVc
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投标算法

算法如下所示：
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投标算法

原论文中没有对 MWU 进行任何描述，在这里做一点点补充：

关于权重更新：
权重向量 wt 是由 MWU 算法所维护的，我们把每一行都看做一个
“专家”。
定义约束的“损失”为：m̄(t)

i = aT
i x(t) − bi。

损失为正表示过度满足，权重下降；否则不满足，权重上升——从
而让未来更多关注未被满足的约束。

关于运行轮次
外层循环 δi 次。
在 MWU 中每轮实际上运行 O( 1

δ2
)

参考链接
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投标算法

• 上面的 ϵ 和我们论文中的 δ 都是表示近似程度。
关于近似性
满足的两条近似也是直接从 MWU 搬来的

关于 αc 的选择
算出来的，后面会说明。
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投标算法

现在有一个最关键的问题，在算法中运行投标算法后，我得到一个 x̂ 向
量，这个向量是否具有代表性。换言之，我解决
F = ∃?x ∈ P : wTAx ≥ wTb 是否与在这里验证 wTAx̂ ≥ wTb 等价？
这确实是等价的，前提是我们设置了合理的 α, 并按照 b(i) 报价，对于
问题 F(我们把循环规定在 OPT > iδV > OPT − δV)，我们有：

wTAx − wTb =

∑
i,s

wt
1xisctrisvi

V +
∑
i,s,c

wt
c+1xisctris(vic − cpcis)

Vc


− wt

1VOPT
V +

∑
c

wt
c+1Bc
Vc

=
wt
1

V
∑

c
αc
∑
i,s

xis ctris

(
vi +

∑
c αcvic∑

c αc
− cpcis

)

− wt
1VOPT

V +
∑

c

wt
c+1Bc
Vc
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投标算法

我们发现当我们解决 F 时，就是判定 max{wTAx − wTb} 是否大于等于
0。而要最大化它，实际上就是要使得 vi+

∑
c αcvic∑
c αc

− cpcis 大于等于 0 时
xis = 1, 小于等于 0 时 xis = 0。我们发现我们按照 b(i) 投标是符合这一
点的：

换言之，我们得到的 x̂ 就是 max{wTAx − wTb} 时的 x。
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Price of Anarchy

Price of Anarchy: 无秩序代价，在这里表现为所有买家都追求个人的
“局部最优解”与全局最优解的比值。

我们将会证明：局部最优解与全局最优解在目标函数上的比值至少是
1/2。
我们采用流动性福利来作为目标函数，它是 Dobzinski 和 Leme（2014）
提出的一个效率衡量指标，用于表示卖方在完全知晓所有投标人信息的
前提下所能达到的最大收益，一般来说定义为

#: 最下面指的是卖家收入
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Price of Anarchy

当预算约束或 ROS 约束紧时，取等号, 显然就是表示他的最大可能支付
了。

不过在本论文中，大同小异（因为考虑更一般的情况），定义的流动性福
利如下： ∑

a

(
min

c

{
Bc

a +
∑

i
xaic · ctri · va

ic

})
令 OPT 表示最优算法所能达到的福利目标值，ALG 表示在均衡下算法
的福利目标值。对于任意一组投标人子集 S，定义：OPT(S) 为集合 S
中的投标人在 OPT 贡献的福利，类似定义 ALG(S)。
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Price of Anarchy

我们记 C(a) 为对广告主 a 来说是紧约束的集合，如果没有紧约束那么
它就是空集。记 A1 为在均衡时完全不受限的广告主集合，A2 表示其余
广告主集合。

由于 A1 中的人不收任何预算限制，他们可以报任意高价，并赢下所有
他们认为有价值的定西，故对于 a ∈ A1, 在 ALG 下的贡献为

∑
i va

i , 这
就是他可能为流动性福利目标函数做的最大贡献。

ALG(A1) ≥ OPT(A1)

接下来我们将 OPT(A2) 拆分为两个部分，并分别分析上界。为此，定
义：

O(a)：在最优分配中被分配给广告主 a 的展示集合；
A(a)：在均衡分配中被分配给广告主 a 的展示集合。
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Price of Anarchy
于是我们得到了以下三条性质：

性质一：对于某个广告主 a，其在均衡时的出价不低于基于 C(a) 所索
引的一组约束右边值的某种凸组合：

ba(i) = va
i +

∑
c αcva

ic∑
c αc

=
va

i +
∑

c∈C(a) αcva
ic∑

c∈C(a) αc
≥
∑

c∈C(a) α
a
cva

ic∑
c∈C(a) α

a
c

第一个等号成立，是因为在局部最优解中非紧约束对应的 αc = 0。据此
我们可以表示出 ALG 的一个下界。
首先，对广告主 a 来说，由于存在预算约束，所以：∑

i
pai ≤ min

c

{
Bc

a +
∑

i
xaic · ctri · va

ic

}
对所有广告主求和，即有：

ALG ≥ Total_ALG_Spend
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Price of Anarchy

这里最为关键的是第三个大于等于号，可以直观解释为：ALG 在和
OPT 重叠的展示上已经付出了足够的“钱”，来抵消 OPT 中的这部分
潜在支付。
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Price of Anarchy

性质二：广告主 a 在均衡状态下的福利贡献，等于其在均衡状态下获得
的所有展示对于任意 c ∈ C(a) 的“c-类型”价值之和。这进一步意味着，
其贡献也等于其在均衡分配下所获展示的、关于 c ∈ C(a) 的所有 c-类
型价值的任意凸线性组合之和。

ALG(A2) =
∑

a∈A2

∑
c∈C(a) α

a
c

(
Ba

c +
∑

i∈A(a) ctriva
ic

)
∑

c∈C(a) α
a
c

≥
∑

a∈A2

∑
c∈C(a) α

a
c

(
Ba

c +
∑

i∈O(a)∩A(a) ctriva
ic

)
∑

c∈C(a) α
a
c
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Price of Anarchy

性质三：对于某个广告主 a，其在全局最优分配中的福利贡献不超过其
在该分配下所获展示的“c-类型价值”的任意凸线性组合之和（其中 c
可以是约束集合 C 的任意子集，包括 C(a)）。

OPT(A2) =
∑

a∈A2

(
Ba

c′(a) +
∑

i
xa

i · ctriva
ic

)

=
∑

a∈A2

Ba
c′(a) +

∑
i∈O(a)

ctriva
ic


≤
∑

a∈A2

∑
c∈C(a) α

a
c

(
Ba

c +
∑

i∈O(a) ctriva
ic

)
∑

c∈C(a) α
a
c

不等式的成立源自于凸线性组合的下界替换。
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Price of Anarchy
这样我们就可以很方便地把 opt 拆解成两部分求解

OPT(A2) ≤
∑

a∈A2

∑
c∈C(a) α

a
c

(
Ba

c +
∑

i∈O(a)∩A(a) ctriva
ic

)
∑

c∈C(a) α
a
c

+
∑

a∈A2

∑
c∈C(a) α

a
c
∑

i∈O(a)−A(a) ctriva
ic∑

c∈C(a) α
a
c

≤ ALG(A2) + ALG

结合前面的所有不等式，有

ALG(A2) + ALG + ALG(A1) ≥ OPT(A1) + OPT(A2)

我们有：
2 · ALG ≥ OPT
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Price of Anarchy——例子

有一个简单的例子来说明这个 1/2 的界是紧的，假设存在两个广告商
A={a1, a2}, 两个展示 {i1, i2}, 它们均只有一个槽位且 ctr 恒为 1。i1, i2
对 a1 价值分别为 va1

1 = ϵ+ ϵ2,va1
2 = 1− ϵ, 对 a2 价值分别为

va2
1 = 1,va2

2 = 0 对所有展示和人而言，预算约束为 0，TCPA 约束为
va

ic = va
i。

对于 a1, a2,α1
c = ϵ 和 α2

c = 1
ϵ2
就是局部最优解，在均衡中，两个物品都

会被分配给 a1，达到 1 + ϵ2 的社会流动性福利。但全局最优是把 i1 分
配给 a2,i2 分配给 a1，达到 2− ϵ 的社会福利。
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纯策略纳什均衡的存在性

文章最后作者把 impression 和 slot 都放到了一个测度空间中，构造了对
偶变量 αc 到自身的映射，它满足布劳威尔不动点的各个前提条件：

但是论文中并没有对为什么这样构造和为什么这样构造就可以做出详细
描述......(我也没有看懂)
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