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Introduction

在开始之前我们需要掌握以下的内容：

合作博弈基本概念

合作博弈的核（一般解概念）

合作博弈的核仁（最小化不满意度）

合作博弈的 Shapley值（根据边际收益的分配）
讨价还价集（解的稳定性）
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Bondareva-Shapley Theorem

Balance Condition
一个联盟集合 D是平衡集合，如果存在一个正数向量 (δS)S∈D，使得∑

{S∈D:i∈S}

δS = 1, ∀i ∈ N.

Theorem 1: Bondareva-Shapley Theorem
合作博弈 (N; v)的核非空的充要条件是对于每个平衡联盟集合 D和 D
的每个平衡权重向量 (δS)S∈D，满足：

v(N) ≥
∑
S∈D

δSv(S).
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The Proof of Bondareva-Shapley Theorem

Bondareva-Shapley定理可以通过线性规划的对偶定理来证明．

记 P(N) = {S ⊆ N, S 6= ∅}为非空联盟的集合．记 P 为弱平衡 P(N)的
所有权重的集合：

P :=

δ = (δS)S∈P(N) : δS ≥ 0 ∀S ∈ P(N),
∑

S∈P(N)

δSeS = eN
 .

该集合是 R2n−1 空间中的一个多面体，且非空：例如，它包含向量 δ，
其中对每个 i ∈ N，δ{i} = 1，对于包含至少两个参与者的每个 S，
δS = 0．
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The Proof of Bondareva-Shapley Theorem

Proof Outline
使用线性规划证明以上定理分为如下几个步骤：

定义一个线性规划，并证明其可行解集是有界且非空的．

通过线性规划的对偶定理，推断出该线性规划的值 ZP等于其对偶
规划的值 ZD．
证明核非空当且仅当 ZD ≤ v(N)．
证明 ZP ≤ v(N)当且仅当上述等式成立．
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The Proof of Bondareva-Shapley Theorem

Theorem 2: Bondareva-Shapley, Second Formulation
合作博弈 (N; v)的核非空的充要条件是：

v(N) ≥
∑

S∈P(N)

δSv(S), ∀δ = (δS)S∈P(N) ∈ P .

Proof Outline
使用线性规划证明以上定理分为如下几个步骤：

定义一个线性规划，并证明其可行解集是有界且非空的．

通过线性规划的对偶定理，推断出该线性规划的值 ZP等于其对偶
规划的值 ZD．
证明核非空当且仅当 ZD ≤ v(N)．
证明 ZP ≤ v(N)当且仅当上述等式成立．
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The Proof of Bondareva-Shapley Theorem

步骤 1：定义线性规划
考虑以下带有变量 (δS)S∈P(N) 的线性规划：

Compute: ZP := max
∑

S∈P(N)

δSv(S),

Subject to:
∑
S:i∈S

δS = 1, ∀i ∈ N,

δS ≥ 0, ∀S ∈ P(N).

该线性规划的可行解集是上面等式中定义的集合 P．

如前所述，该集合是紧且非空的；因此 ZP是有限的．
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The Proof of Bondareva-Shapley Theorem

步骤 2：对偶问题
对偶问题是以下带有变量 (xi)i∈N的问题：

Compute: ZD := min x(N),
Subject to: x(S) ≥ v(S), ∀S ∈ P(N).

已经证明 ZP是有限的，因此线性规划的对偶定理表明 ZD 也是有限的，
且等于 ZP．

步骤 3：如果核非空，则 ZD ≤ v(N)
令 x为核中的一个向量．则对于每个联盟 S，有 x(S) ≥ v(S)，因此 x满
足对偶问题的所有约束．目标函数在 x处的值是 x(N) = v(N)；因此
ZD ≤ v(N)．
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The Proof of Bondareva-Shapley Theorem

步骤 4：如果 ZD ≤ v(N)，则核非空
令 x为对偶问题的一个可行解，且在该解处达到最小值，即 x(N) = ZD．
由于 x满足对偶问题的约束，它是联盟理性的．我们证明 x(N) = v(N)．
由于 ZD = ZP，因此 x(N) = ZP ≤ v(N)，所以我们推断 x(N) = v(N)．因
此 x在核中，所以核非空．

步骤 5：ZD ≤ v(N)当且仅当定理条件成立
ZP ≤ v(N)当且仅当对于每个可行解 δ = (δS)S∈P(N)，都有∑

S∈P(N) δSv(S) ≤ v(N)，即当且仅当定理中的条件成立．
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Convex Games and The Weber Set

Theorem 3: Convex Games Marginal Allocation
设 (N; v)是一个凸合作博弈，并且 x是分配向量：

x1 = v(1),
x2 = v(1, 2)− v(1)

. . .

xn = v(1, 2, . . . , n)− v(1, 2, . . . , n− 1).

则向量 x在博弈 (N; v)的核中．
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Convex Games and The Weber Set

证明.
首先，证明 x(N) = v(N)：∑

i∈N
xi = v(1) + (v(1, 2)− v(1)) + (v(1, 2, 3)− v(1, 2)) + · · ·

+ (v(1, 2, . . . , n)− v(1, 2, . . . , n− 1))

= v(1, 2, . . . , n) = v(N).

接下来证明对于每个联盟 S ⊆ N，有 x(S) ≥ v(S)．设 S = {i1, i2, . . . , ik}
是一个联盟，且假设 i1 < i2 < · · · < ik．则对于每个 j ∈ {1, 2, . . . , k}，
有 {i1, i2, . . . , ij−1} ⊆ {1, 2, . . . , ij − 1}．

根据凸合作博弈的性质，有

v(1, 2, . . . , ij)− v(1, 2, . . . , ij − 1) ≥ v(i1, i2, . . . , ij)− v(i1, i2, . . . , ij−1).
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Convex Games and The Weber Set

证明.（续）
因此

x(S) =
k∑

j=1

xij

= (v(1, 2, . . . , i1)− v(1, 2, . . . , i1 − 1)) + (v(1, 2, . . . , i2)
− v(1, 2, . . . , i2 − 1)) + · · ·+ (v(1, 2, . . . , ik)− v(1, 2, . . . , ik − 1))

≥ (v(i1)− v(∅)) + (v(i1, i2)− v(i1)) + · · ·+ (v(i1, i2, . . . , ik)
− v(i1, i2, . . . , ik−1))

= v(i1, i2, . . . , ik) = v(S),
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Convex Games and The Weber Set

Remark
我们已经证明，给定参与者的任意排序 π = (i1, i2, . . . , in)，以下向量是
博弈 (N; v)核中的一个分配：

wπ := (v(i1), v(i1, i2)− v(i1), v(i1, i2, i3)− v(i1, i2), . . . , v(N)− v(N \ {in})).

Definition (Weber Set)
分配集合 {wπ : π is a permutation of N}的凸包被称为合作博弈 (N; v)的
Weber集．

我们有韦伯集属于凸合作博弈的核，接下来我们将要证明，凸合作博弈
的核也属于韦伯集，即在凸合作博弈的情况下，核与韦伯集是相等的．
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Convex Games and The Weber Set

证明.
我们采用反证法．假设存在一个核分配 x不属于Weber集 W(v)．根据
分离平面定理，由于 W(v)的凸性和闭性，存在一个向量 y ∈ RN，使得
对于每个 z ∈ W(v)，都有：

z · y > x · y

特别地，对于每个排列 π：

wπ · y > x · y 对每个排列 π
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Convex Games and The Weber Set

证明.（续）
设排列 π满足 yπ(1) ≥ yπ(2) ≥ . . . ≥ yπ(n)．那么：

wπ · y =
n∑

i=1

yπ(i)(v({π(1), π(2), . . . , π(i)})− v({π(1), π(2), . . . , π(i− 1)}))

= yπ(n)v(N) + yπ(1)v(∅) +
n−1∑
i=1

(yπ(i) − yπ(i+1))v({π(1), π(2), . . . , π(i)})

由于 v(∅) = 0且 yπ(i) − yπ(i+1) ≥ 0，并且，对于所有联盟 S，x ∈ C(v)
意味着 x(S) ≥ v(S)，因此我们有：

wπ · y ≤ yπ(n)v(N) +
n−1∑
i=1

(yπ(i) − yπ(i+1))

i∑
j=1

xπ(j)
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Convex Games and The Weber Set

证明.（续）
通过代数运算，可以进一步推导：

wπ · y ≤
n∑

i=1

yπ(i)
i∑

j=1

xπ(j) −
n∑

i=2

yπ(i)
i−1∑
j=1

xπ(j)

=

n∑
i=1

yπ(i)xπ(i)

即 wπ · y ≤ x · y，这与之前的不等式 wπ · y > x · y矛盾．
因此，我们可以得出结论：核是Weber集的元素．
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Shapley Value in Convex Games

Theorem 4: Shapley Value in Convex Games
如果 (N; v)是一个凸合作博弈，那么 Shapley值在博弈的核中．

证明.
对于每个排列 π ∈ Π(N)，记 wπ 为 RN中的向量，使得对于每个
i ∈ {1, 2, . . . , n}，其第 i个坐标为

wπ
i = v(Pi(π) ∩ {i})− v(Pi(π)).

根据之前的定理，对于每个 π ∈ Π(N)，wπ 在博弈 (N; v)的核中．而
Shapley值是所有这些向量 (wπ)π∈Π(N) 的平均值：

Sh(N; v) =
∑

π∈Π(N)

1

n!
wπ.

由于核是一个凸集，可以得出结论：Shapley值在核中 (加权重心)．
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Nonemptiness and Uniqueness of the Nucleolus

设 (N, v)是一个具有 n个参与者的合作博弈．给定一个分配方案
x ∈ Rn，我们定义 e(S, x) = v(S)− x(S)，其中 S ⊆ N．这个数称为分配
方案 x下联盟 S的超额值，可以解释为联盟 S对分配方案 x的不满意度
的度量．

因此，我们得到核 C(v)是所有超额值均为非负的分配方案的集合．对
于一个分配方案 x ∈ Rn，令 θ(x)表示 (2n − 2)维向量，其分量是按非递
增顺序排列的非平凡超额值 e(S, x)，其中 ∅ 6= S 6= N．即 θi(x) ≥ θj(x)，
对于 1 ≤ i < j ≤ 2n − 2．用 �l表示向量之间的”字典序小于”关系．

定义 (Nucleolus)
博弈 (N, v)的核仁 η(v)是在所有分配方案 x ∈ I(v)中字典序最大化 θ(x)
的分配方案集合．即，

η(v) = {x ∈ I(v) : θ(x) �l θ(y) for all y ∈ I(v)}.
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Nonemptiness and Uniqueness of the Nucleolus

记 θk(x)表示在分配方案 x下的第 k大的超额值，我们有如下定理：

Theorem 5: Characterization of θk
对于每个 k，1 ≤ k ≤ 2n，

θk(x) = max
S1,...,Sk⊆N,Si ̸=Sj for i̸=j

min{e(S1, x), . . . , e(Sk, x)}.

特别地，当 k = 1时，上式简化为：

θ1(x) = max
S⊆N

e(S, x),
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Nonemptiness and Uniqueness of the Nucleolus

Corollary 1: Continuity of θk
对于每个 k = 1, 2, . . . , 2n，函数 θk是连续的．

证明.
对于每个联盟 S ⊆ N，函数 e(S, x) = v(S)− x(S)在 x上是线性的，因此
特别地它是连续函数．由于有限个连续函数的最小值是连续函数，我
们可以推断函数 x 7→ min{e(S1, x), . . . , e(Sk, x)}对于每个 k个联盟的集
合 {S1, . . . , Sk}是连续的．又由于有限个连续函数的最大值也是连续函
数，根据定义式，θk是连续函数．
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Nonemptiness and Uniqueness of the Nucleolus

Theorem 6: Nonemptiness of the Nucleolus
对于每个合作博弈 (N; v)和任意非空紧集 K ⊆ RN，博弈 (N; v)相对于
K的核仁是非空紧集．

证明.
由于 θ1 是连续函数，集合

X1 :=

{
x ∈ K : θ1(x) = min

y∈K
θ1(y)

}
是紧且非空的．对于 2 ≤ k ≤ 2n，递归定义

Xk :=

{
x ∈ Xk−1 : θk(x) = min

y∈Xk−1

θk(y)
}
.

假设集合 Xk−1紧且非空，由于 θk是连续函数，根据归纳假设，我们推
断集合 Xk也是紧且非空的．最后注意到 X2n 就是博弈的核仁．
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Properties of the Nucleolus

Theorem 7: Uniqueness of the Nucleolus for Convex Sets
设 (N; v)是一个合作博弈，设 K ⊆ RN是一个凸集．则 N (N; v;K)最多
包含一个点．

证明.
设 x和 y是核仁中的两个点．我们将证明 x = y．记

θ(x) = (e(S1, x), e(S2, x), . . . , e(S2n , x)),
θ(y) = (e(R1, y), e(R2, y), . . . , e(R2n , y)),

以及

θ

(
x+ y
2

)
=

(
e
(
T1,

x+ y
2

)
, e

(
T2,

x+ y
2

)
, . . . , e

(
T2n ,

x+ y
2

))
.
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Properties of the Nucleolus

证明.（续）
由于 x和 y都在核仁中，根据定义，θ(x) �L θ(y)，因此 θ(x) = θ(y)，即

θk(x) = θk(y), 1 ≤ k ≤ 2n.

由于 K是凸集， x+y
2 也在 K中．对于每个联盟 T ⊆ N，有

2e
(
T,

x+ y
2

)
= 2v(T)− (x+ y)(T)

= v(T)− x(T) + v(T)− y(T)
= e(T, x) + e(T, y),

因此

2θ

(
x+ y
2

)
= (e(T1, x) + e(T1, y), e(T2, x) + e(T2, y), . . . , e(T2n , x) + e(T2n , y)).
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Properties of the Nucleolus

证明.（续）
由于 S1 在 x处最大化超额值，我们可以推断

e(T1, x) ≤ e(S1, x),

而由于 R1 在 y处最大化超额值，

e(T1, y) ≤ e(R1, y).

由于 e(S1, x) = e(R1, y)（根据前面的等式），结合上述不等式，我们得到

e
(
T1,

x+ y
2

)
=

e(T1, x) + e(T1, y)
2

≤ e(S1, x) + e(R1, y)
2

= e(S1, x).
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Properties of the Nucleolus

证明.（续）
如果 e

(
T1, x+y

2

)
< e(S1, x)，那么 θ

( x+y
2

)
<L θ(x)，与 x在核仁中的假设

矛盾．因此，必须有 e
(
T1, x+y

2

)
= e(S1, x)，从而

e(T1, x) + e(T1, y) = e(S1, x) + e(R1, y).

利用不等式 e(T1, x) ≤ e(S1, x)和 e(T1, y) ≤ e(R1, y)，我们得到：

e(T1, x) = e(S1, x)且e(T1, y) = e(R1, y).

这意味着 T1 同时最大化在 x和 y处的超额值．即通过更改联盟的顺序，
我们可以写成

θ(x) = (e(T1, x), e(S′2, x), . . . , e(S′2n , x)),
θ(y) = (e(T1, y), e(R′

2, y), . . . , e(R′
2n , y)),
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Properties of the Nucleolus

证明.（续）
其中 T1, S′2, . . . , S′2n 是通过将 S1 替换为 T1 得到的，类似地，
T1,R′

2, . . . ,R′
2n 是通过将 R1 替换为 T1 得到的．

继续归纳，对于每个 k满足 1 ≤ k ≤ 2n，我们可以证明
e(Tk, x) = e(Sk, x)且 e(Tk, y) = e(Rk, y)．换句话说，

e(T, x) = e(T, y), ∀T ⊆ N.

特别地，对 T = {i}，我们推断对于每个参与者 i ∈ N，

v(i)− xi = e({i}, x) = e({i}, y) = v(i)− yi,

因此 xi = yi．这表明 x = y，即我们需要证明的结论．
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